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1 Die ganzen Zahlen

Wir beginnen diese Vorlesung, indem wir uns zunéchst mit einem vertrauten Objekt, den ganzen
Zahlen!, beschiftigen. Viele Begriffsbildungen der Algebra wie auch allgemeine Problemstellungen
leiten sich von den ganzen Zahlen ab. Fiir den Zuhorer mag am Anfang der Eindruck entstehen, dass
es sich um weitgehend bekannte Inhalte handelt; Ziel ist es allerdings, am konkreten algebraischen
Objekt Strukturen deutlich zu machen, die iiber das Objekt als solche hinausweisen und somit den
Blick fiir Verallgemeinerungen zu weiten.

1.1 Die Arithmetik der ganzen Zahlen

Im Folgenden bezeichnen wir mit Z die Menge der ganzen Zahlen, iiber deren Existenz wir hier nicht
philosophieren wollen. Sie erscheint uns auch selbstverstéindlich, weil Mathematiker mit diversen
Grundlagenpositionen auf jeden Fall an die natiirlichen Zahlen? N glauben. Wir postulieren gleich-
sam die Existenz eines solchen Objektes mit vorgeschriebenen Eigenschaften, die wir als Axiome
bezeichnen. Umgekehrt kénnen diese Axiome auch als Handlungsanweisungen verstanden werden,
ein solches Objekt zu gewinnen. Ob alle sich aus den Axiomen abzuleitenden ergebenden Objekte im
Wesentlichen dieselben sind, ob also das Axiomensystem monomorph ist, ist eine sich anschlieSende
Frage.

Die Vorgabe von Axiomen in der Mathematik erfolgt zumeist nicht willkiirlich. Wir orientieren
uns selbstverstdndlich an den uns naiv vertrauten Eigenschaften vom Rechnen mit den ganzen
Zahlen. In jenem Z sind bekanntlich zwei Verkniipfungen® + bzw. - definiert. Schreibtechnisch ist
es vielfach hilfreich, den Multiplikationspunkt wegzulassen. Die uns vertrauten Eigenschaften der
ganzen Zahlen stellen wir zusammen; dabei bezeichnen a, b, c beliebige Zahlen und 0 bzw. 1 speziell
zu beschreibende Objekte:

I1. Auf Z sind zwei Verkniipfungen erklért, eine Addition + und eine Multiplikationen -, d.h. es
gelten a + b, a - b € Z fiir alle a,b € Z.

I2. Addition und Multiplikation auf Z sind kommutativ, d.h. fiir alle a,b € Z gelten a+b=0b+a
und ab = ba.

13. Addition und Multiplikation geniigen Assoziativgesetzen, d.h. (a+b)+c=a+ (b+c¢), (ab)e =
a(be) fir alle Elemente a, b, ¢ € Z.

I4. Es existieren neutrale Elemente der Addition und Multiplikation, ndmlich a + 0 = 04+ a =
a,a-1=1-a=aq fiir alle a € Z.

I5. Addition und Multiplikation sind durch Distributivgesetze verschrinkt, d.h. a(b+c¢) = ab+ ac
fiir alle a, b, c € Z.

16. Fiir jedes a € Z gibt es genau eine Zahl —a € Z mit a + (—a) = 0. (Existenz von inversen
Elementen bei der Addition)

I7. Ist a # 0, so folgt aus ab = ac stets b = c. (Nullteilerfreiheit)
Diese uns vertrauten Eigenschaften von Z weisen iiber diese Menge hinaus. Wir definieren:

Definition 1.1 FEine Menge R, auf der zwei Verkniipfungen + und - definiert sind, also eine Struk-
tur (R, +, ) mit den Regel I1. bis I7. bezeichnet man als einen kommutativen, nullteilerfreien Ring.

Somit bildet die Menge (Z, +, -) einen kommutativen Ring. Im Kapitel 8 werden wir ausfiihrlicher
Ringe kennenlernen und ihre Eigenschaften studieren.

lim Englischen: integer
2im Englischen: natural numbers
3Eine Verkniipfung * auf einer Menge M ist eine Abbildung von M x M in die Menge M.
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Bemerkungen 1.2 1. Es soll nicht detailliert auf Feinheiten des Regelsystems eingegangen werden:
In 16. wird die Ezistenz eines inversen Elements beziiglich der Addition gefordert; daraus lisst sich
eine weitere Verkniipfung, nimlich die Subtraktion ableiten, in dem wir setzen a —b = a+ (—b). 2.
Mit Riickbezug auf die obigen Aziome folgt: Es gilt fiir m,n € Z stets

m—(—n)=m+n.

1.2 Die Anordnung in den ganzen Zahlen

Die obigen Axiome regeln gleichsam die arithmetischen Eigenschaften von Z. Ebenfalls bedeutsam
ist die Anordnung oder lineare Ordnung der Elemente dieses Zahlenbereichs. Diese lineare Ordnung
der ganzen Zahlen nehmen wir zum Anlass, den Anordnungsbegriff algebraisch zu fundieren.

Eine lineare Ordnung < auf Z ist eine Relation® mit der Eigenschaft: Fiir Elemente a,b € Z
gelten stets: a < b oder b < a. Diese Relation in Z x Z geniigt den folgenden Axiomen, wobei wie
oben a, b, ¢ beliebige Elemente aus Z bezeichnen:

I8. (Reflexivitit) a <a

19. (Antisymmetrie) a < b und b < a impliziert a = b.

- (
110. (Transitivitdt) a < b und b < ¢ impliziert a < c.
T11. (

Monotoniegesetz der Addition) a < b impliziert a + ¢ < b+ c.
I12. (Monotoniegesetz der Multiplikation) a < b und 0 < ¢ impliziert ac < be.

Elemente, die grofler als 0 sind, nennen wir sinngeméf positiv, solche die kleiner als 0 sind, entspre-
chend negativ. Es ist eine leichte Aufgabe, die Vorzeichenregel nachzuweisen: das Produkt zweier
negativer Elemente ist positiv, das Produkt eines positiven und eines negativen Elementes ist nega-
tiv usw. Insbesondere gilt 0 < 1, wobei wir das strikte Kleiner-Zeichen verwenden, wenn Gleichheit
ausgeschlossen ist.

Insofern ist auch naheliegend, was wir in unserer axiomatischen Charakterisierung unter natirli-
chen Zahlen verstehen wollen: N={n € Z | 1 < n} bzw. Ny = NU{0}.

Allgemeiner:

Definition 1.3 Ein Ring (R, +,-, <) heifit angeordnet®, falls eine lineare Ordnung < auf R definiert
ist, die reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist und dabei den Monotoniegesetzen der Addition
und Multiplikation geniigt.

In dieser Sprechweise ist also (Z,+, -, <) ein angeordneter Ring.

Um weitere Aussagen formulieren zu kénnen, benttigen wir die folgende Begriffsbildung. Es sei
X C Z eine Teilmenge. Dann heiit b eine untere Schranke® von X, falls b < x fiir alle z € X gilt. Ist
die untere Schranke selbst Element der Menge, so sprechen wir von einer unteren Grenze’. Damit
ergibt sich als abschlieendes Axiom fiir Z:

I13. Jede nichtleere Teilmenge von Z, die eine untere Schranke besitzt, enthilt eine untere Grenze,
d.h. ein kleinstes Element.

Die Eigenschaft I13. wird auch als Wohlordnungsaxiom fiir Z bezeichnet. Allgemeiner: Eine
linear geordnete Menge M, die das Axiom I13. erfiillt, heifit wohlgeordnet.

Das Fordern der Wohlordnungseigenschaft fiir Z hat weitreichende Konsequenzen, die uns zwar
selbstverstandlich erscheinen, gerade sich tiber dieses Axiom begriinden. Wir formulieren diese Be-
obachtung als ein Lemma.

4Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge R des kartesischen Produktes M x M.

5Wir verweisen auf das klassische Buch von FucHs, L. 1966. Teilweise geordnete algebraische Strukturen. Gottin-
gen: Vandenhoeck & Ruprecht.

6Im Englischen: lower bound

"Im Englischen: least member
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Lemma 1.4 Es gibt keine ganze Zahl x € 7, die grifer ist als alle durch fortgesetzte Addition von
1 entstehenden Zahlen® ist.

Beweis: Unterstellen wir nun die Existenz eines solchen Elements z. Dann wiren die additiven
Inversen dieser Zahlen, also —(1), eine durch —z nach unten beschrinkte Teilmenge von Z, die
aufgrund des Wohlordnungsaxioms ein kleinstes Element yg = —xzg besitzen wiirde. Das additiv
Inverse dieses Elementes, ndmlich zy, wire gleichsam eine ‘grofite’ natiirliche Zahl; eine solche Zahl
kann es nicht geben, da mit n auch stets n + 1 in N liegen muss, was unsere Annahme widerlegt.
Mithin ist jedes Element aus N eine endliche Summe von 1, d.h. N = (1). L]

Eine weitere Konsequenz ist offensichtlich: die durch die Axiome I.1 - 1.13 beschriebene Struktur
ist eindeutig, m.a.W. alle Ringe, die diese Eigenschaften erfiillen, sind strukturgleich. Damit haben
wir die intuitiv verstandene Menge Z axiomatisch fundiert.

Dieses Wohlordnungsaxiom gestattet zwei weitere unmittelbare Anwendungen, namlich Objekte
in Z rekursiv zu definieren und bei Aussagen iiber N das Beweisprinzip der wvollstindigen Induktion
zu bemiihen.

Bei der Rekursion fiihrt man zu berechnende, mit N oder Z indizierte Grossen auf Daten mit
kleinerem Index zuriick. Der Grundgedanke ldsst sich dann wie folgt beschreiben: Sei U die Menge der
Indizes aus N, fiir die die Werte (noch) unbekannt sind. Da diese Menge (unter schwachen weiteren
Voraussetzungen) ein kleinstes Element besitzt, das sich selbst auf bekannte kleinere Indizes bezieht,
ist insgesamt eine Ermittlung sichergestellt, d.h. die Rekursion greift.

Beispiel 1.5 (aus Duden: Informatik, S. 496) (1) Collatz-Funktion ¢ : N — Np:
(a) ¢(1) =0,

| 1+ec (%) n gerade
(b) e(n) = { 1+¢(B3n+1), n ungerade
(2) McCarthy 91 - Funktion
(a) mec(n)=n—10 fiir n > 100,

mc: N — N: (b)  me(n) = me(me(n +11))  sonst.

Die Collatz-Funktion besitzt beispielsweise die Funktionswerte: ¢(2) = 1,¢(3) = 7,¢(4) = 2,.. .,
¢(27) = 111. Bei der McCarthy-91-Funktion tritt die Funktion dariiber hinaus zugleich als eigenes
Argument auf.

Das hinlénglich bekannte Induktionsprinzip formuliert sich dann auf der axiomatisch beschrie-
benen Menge N wie folgt als Satz:

Satz 1.6 FEs sei S eine Teilmenge von N, die die folgenden Aussagen erfillt:
(i) 1eS.
(ii) Fir jedes k € N folgt mit k € S stets k+1€ S.

Dann gilt S = N.

Beweis: Wir nehmen an: S # N. Es sei S ={reN|r ¢S} die nichtleere Komplementmenge.
Folglich hat S ein kleinstes Element m, das wegen (i) sicher von 1 verschieden ist. Nun ist m — 1 €
NN S, mit (ii) also auch m € S, was unserer Annahme widerspricht. L]

Es gibt Modifikationen dieses Induktionsprinzips: ohne Gefahr kann man die Aussage des obigen
Satzes auch fiir Ny formulieren. Eine weitere Variante besteht darin, die Aussage (ii) von der Tatsache
abhiingig zu machen, dass alle ¥’ < k in S angenommen werden.

8Mit anderen Worten: das von 1 erzeugte additive Monoid (1)
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1.3 Division mit Rest

Wir werden nun einen Satz formulieren, der im Weiteren oftmals, zum Teil ohne Referenz, benutzt
werden wird.

Proposition 1.7 (Division mit Rest) Fir beliebige ganze Zahlen a,b € Z mit b € N gibt es
eindeutig bestimmte ganze Zahlen q,r € Z, so dass gilt:

a=bg+r und 0 <r <hb.
Beweis: Wir wenden das Wohlordnungsaxiom wie folgt an: Es sei
R={xeNy|a=by+zfir ein y € Z}.

Wegen a =b-0+a, falls a > 0 bzw. a = ba+ (1 — b)a fiir a < 0 ist a € R bzw. (1 —b)a € R, also ist
R nicht leer. R hat als Teilmenge von Ny somit ein kleinstes Element r. Es gibt nun ein ¢ € Z mit
a = bg+r. Uberdies folgt aus a = bg+r auch a = b(g+1)+ (r—1), so dass, falls r > b angenommen
wird, auch r — b € R folgt. Nun ist aber r — b < r. Da nach Annahme r kleinstes Element in R ist,
folgt schliellich r < b.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von ¢, r nachzuweisen. Sei
a=>b¢ +r und 0 <7’ < b.
0.B.d.A. kann ¢’ < g vorausgesetzt werden. Wiire ¢’ < ¢, also ¢ — ¢’ > 1, so ergibt sich
r=a—-b¢ =(a—bg)+blg—q)>r+b.

Wegen r+b > b muss unsere Annahme verworfen werden, also gilt ¢ = ¢ und somit a —bq = a —bq’,
mithin auch r = r’. n

Wir wenden nun diese Aussage auf folgende Situation an. Es sei ¢ > 2 eine natiirliche Zahl und
x > 0 beliebig. Fortgesetzte Anwendung der Proposition 1.7 liefert

x = 1lgo+ro

Qo = tg+mn
dn—2 = tqnfl +rp-1
Gn—1 = lGn +Tn.

Hierbei ist jeder Rest r; eine der Zahlen 0,1,...,¢f — 1, und der Algorithmus bricht ab, falls ¢, =0
ist. Zuriickrechnen liefert
=1t 4yt 4 70,

was eine Darstellung beziiglich der Basis ¢ liefert.

1.4 Teilbarkeit und grof3iter gemeinsamer Teiler

Definition 1.8 Es seien z,y € Z. Die ganze Zahly heifit Teiler der Zahl z, in Zeichen y | x, wenn
es ein q € Z mit x = yq gibt. Anders betrachtet ist dann x ein Vielfaches von y.

Man beachte, dass im Falle von y | « die Schreibweise L Sinnvoll ist. Die Zahlen 1 bzw. = heifien
) Yy
triviale Teiler. Uberdies erfiillt die Teilbarkeitsrelation die Bedingungen I8. bis I10..
Ohne Beweis vermerken wir:

Lemma 1.9 Fiir die nachstehend genannten Elemente aus Z gelten die folgenden Aussagen:
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y

Abbildung 1: ggT (a,b) =d

Abbildung 2: kgV (a,b) =d

(i) 1] a und a| a.

(ii) c¢| b und b | a impliziert c| a.

(i) b aq,...,an impliziert b | (x1a1 + - + Tpay).
(iv) b | 1 impliziert b € {1, —1}.

(v) Es gelte d | n und c | % Dann gilt ¢ | n und d | %

Definition 1.10 Es seien a,b,d € Z derart, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) d|a und d | b;
(ii) Fiir alle x € Z folgt aus x | a und x | b stets = | d.

Dann heifit d € Z ein grifiter gemeinsamer Teiler (greatest common divisor) von a und b, in Zeichen
99T(a, b).

Das Diagramm in Abbildung 1, das wir dem Buch von [3] entnommen haben, zeigt die funktionale
Abhéngigkeit der Variablen in dieser Definition im Teilergraph von N.

In dualer Weise erhélt man durch ‘Spiegelung’ an der Horizontalen den Begriff eines kleinsten
gemeinsamen Vielfaches (kgV). Wir verweisen auf das Diagramm in der Abbildung 2.

Die formale Definition lautet demzufolge:
Definition 1.11 Es seien a,b,c € Z derart, dass die folgenden Aussagen gelten:
(i) a|cundbd|c;
(ii) Fiir alle x € Z folgt aus a | x und b | © stets c | x.

Dann heifit ¢ € 7 ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (least common multiple) von a und b, in
Zeichen kgV(a,b).

Proposition 1.12 Es seien a,b € Z. Dann gelten:

(i) Fir je zwei ganze Zahlen existiert ein grifiter gemeinsamer Teiler.
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(ii) Der grifite gemeinsame Teiler ist bis auf den Faktor (—1) eindeutig festgelegt.

(iii) Ist d ein grofster gemeinsamer Teiler von a,b, so gibt es Zahlen m,n € Z mit

d = ma + nb.

Beweis: (i) Wir fithren den Existenzbeweis durch die Angabe eines konstruktiven Algorithmus.
Dieses Verfahren ist in der Literatur als Euklid-scher Algorithmus bekannt. Nach Proposition 1.7
gibt es ganze Zahlen g1, 7, mit

a=qb+ry mit 0 <ry <b.

Wir zeigen ggT(a,b) = ggT(b,r1).

Es sei d ein gemeinsamer Teiler von a,b. Wegen 71 = a — bg; teilt d auch r1 und ist insofern auch
gemeinsamer Teiler von b und 7.

Ist umgekehrt d ein Teiler von b und 7y, so teilt d auch die Zahl a = bg; + r1. Mithin ist jeder
gemeinsamer Teiler von b, r; auch ein gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. die entsprechenden
Teilermengen beider Paare stimmen iiberein, weshalb sie gleiche grofite gemeinsame Teiler haben,
kurz

geT(a,b) = ggT(b, 1)

Diese Argumentation wenden wir auf die nichsten Herleitungsschritte an:

a = bp+r1 (0<r; <b)
b = rg+rs (0<ry <)
rr = reqgz+r3 (0< 13 <ry)

Es ist klar, dass dieser Algorithmus abbricht; somit lauten die letzten Schritte:

Thea = Th-3qk—2+7r—2 (071K 2<rr3)
Th-3 = Tp—2qr—1+7r—1 (011 <7Tr_2)
Tk—2 = Tk-1Gk
Es folgt, dass rp—1 = ggT(rg—2,7k—1) = - -+ = ggT(a,b) gilt. Mithin existiert ein grofiter gemeinsa-

mer Teiler fiir die Elemente a, b.

(ii) Seien d,d’ grofite gemeinsame Teiler von a und b, was bedeutet d | d’ und d’ | d. Daraus
ergibt sich, dass sich d und d’ hochstens um einen Faktor (—1) unterscheiden.

(iii) Wie in (i) belegt wurde, ist d = ri_1. Daraus folgt ry—1 = rp—3 — Tk—2qk—1. Also lisst sich d
in der Form m/ry_o +n'r,_3 schreiben, wobei m’ = —q;_1 und n’ = 1 ist. Den Faktor r;_o ersetzen
wir durch einen linearen Term in Abhéngigkeit von 7;_3 und r;_4 usw. [

Beschrinkt man sich auf natiirliche Zahlen, so ist ggT(a,b) ein Kennzeichnungsterm.
Der folgende Sonderfall fiihrt zu einer eigenen Bezeichnungsweise.
Definition 1.13 Natiirliche Zahlen a,b heiffen coprim oder auch relativ prim, wenn ggT(a,b) =1
gilt.
Wir erwéhnen noch folgendes Lemma:
Lemma 1.14 FEs seien a,b,a’,b’ natiirliche Zahlen mit
(i) ab' = a'd,
(i) g9T(a,b) = ggT(a’,b").

Dann folgt a =a’ und b=1".
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Beweis: Es ist leicht einzusehen, dass man sich auf den Fall ggT(a,b) = 1 beschrénken kann.
Wegen ggT(a,b) =1 gibt es ganze Zahlen m und n mit ma + nb = 1. Folglich ergibt sich
b = (ma + nb)b’ = mab’ + nbb’ = ma’b+ nbb’ = (ma’ + nbd’)b

und daher b | b'. Unter analogen Argumenten folgt &’ | b. Also ist b = b’ oder b = —b'. Da aber b, ¥’
natiirliche Zahlen sind, ergibt sich die Behauptung im Falle g¢T(a,b) = 1. Den allgemeinen Fall
fithrt man ohne weiteres auf die spezielle Situation zuriick. [

Schlieflich erwéhnen wir ohne Beweis:
Lemma 1.15 Es scien a,b € N. Dann gilt g9T (a,b) - kgV (a,b) = a - b.

Die Anzahl der zu einer natiirlichen Zahl n relativ primen (teilerfremden) Zahlen interessierte
schon von je her die Mathematiker und hat Anlass zur Definition der EULER’schen® ¢-Funktion
gegeben.

9EULER, LEONHARD, Mathematiker und Physiker, geb. 15.4.1707 Basel, gest. 18.9.1783 St. Petersburg.

EULER wurde als Sohn eines Pfarrers geboren. Beide Eltern waren sehr gebildet und mit mehreren bedeutenden
Mathematikern freundschaftlich verbunden. EULER wurde zunéchst von seinem Vater unterrichtet, spiter besuchte
er die Lateinschule und erhielt, als der Vater sein mathematisches Talent erkannt hatte, von Johann I Bernoulli
((Stichwort) Bernoulli-Familie) mathematische Unterweisungen zusammen mit dessen Séhnen Daniel und Niklas.

Im Herbst 1720 begann EULER sein Studium an der philosophischen Fakultidt der Universitdt Basel 1723 an der
theologischen Fakultédt, widmete sich dann aber verstdrkt der Mathematik. 1727 ging er nach St. Petersburg, wo
Daniel und Niklas Bernulli an der Akademie tétig waren. 1730 wurde er dort Professor fiir Physik und drei Jahre
spater Professor fiir Mathematik. Damit begann eine erste erfolgreiche Schaffensperiode im Leben EULERS.

Innenpolitische Unsicherheiten veranlassten ihn, 1741 einen Ruf an die Berliner Akademie anzunehmen. Ab 1746
war er dort Direktor der mathematischen Klasse und leitete faktisch nach dem Tod des Akademieprisidenten de
Maupertuis die Akademie. Zunehmende Differenzen mit dem Koénig von Preulen bewogen EULER, seine Entlassung zu
betreiben und 1766 wieder nach Petersburg zuriickzukehren. Noch 1766 erblindete EULER, trotzdem war er, unterstiitzt
von seinem Sohn und von Fuf}, bis zu seinem Tod schopferisch tétig.

EULER hat wohl wie kein zweiter Gelehrter die Mathematik und die mathematischen Naturwissenschaften des 18.
Jahrhunderts beeinflusst. Seine umfangreichen Schriften reichen von den verschiedenen Teilgebieten der Mathematik,
tiber die Hydromechanik und die Astronomie bis zur Physik, und schlieBen dabei Geodisie, Kartographie und Navi-
gation ebenso ein, wie die Theorie der Turbinen und die Schiffswissenschaften. Mit mehr als 850 Verésffentlichungen
zahlt EULER zu den produktivsten Mathematikern aller Zeiten.

EULER war ein typischer Geometer des 18. Jahrhunderts, der neben der mathematischen Theorie auch stets die
Anwendungen im Blick hatte. Viele seiner mathematischen Methoden entwickelte er zur Losung von Problemen der
Mechanik. Astronomie, Geodisie oder Physik. Dabei strebte er stets danach, das vorgelegte Problem mathematisch
zu erfassen, und scheute sich nicht, iiber die eigentliche Fragestellung hinaus weitergehende theoretische Uberlegungen
durchzufiihren.

Den ersten Platz in Eulers mathematischen Schaffen nimmt die (Stichwort) Analysis ein. Mit den Lehrbiichern zur
Analysis des Unendlichen (1748), zur Differential- (1755) und Integralrechnung (1768-70) gab er eine erste systema-
tische Darstellung der Theorie, wobei er viele heute iibliche Begriffe und Bezeichnungen einfithrte. Dazu gehérten u.
a. die Bezeichnung fiir die trigonometrischen Funktionen, die Schreibweise f(z) fiir eine Funktion der Verédnderlichen
z, die Buchstaben (Stichwort) e iir die Basis der natiirlichen Logarithmen und ¢ fiir die imaginédre Einheit, sowie das
Summenzeichen Y

Ausgehend von einem griindlichen Studium der Funktionen formulierte er eine klare Definition des Funktionsbegriffs
und entwickelte die Analysis als eine Lehr von den Funktionen, riickte den Funktionsbegriff also in den Mittelpunkt der
Betrachtungen. Wichtigstes Mittel zur Darstellung und Untersuchung von Funktionen waren Potenzreihen. So stellte
er die Potenzreihenentwicklung fiir die elementaren Funktionen auf und leitete durch z. T. virtuoses Rechnen mit
den Reihen wichtige Eigenschaften der Funktionen und Beziehungen zwischen ihnen ab, etwa die nach ihm benannte
Relation e’® = cosc + isinc (1743). Man muss jedoch beachten, dass die Mathematiker des 18. Jahrhunderts, auch
EULER, zwar zwischen konvergenten und divergenten Reihen unterschieden, aber keine allgemeine Grenzwerttheorie
besaflen und durch teilweise intuitiven Gebrauch divergenter Reihen richtige Ergebnisse erzielten.

Als weitere Formen zur Darstellung von Funktionen benutzte EULER auch unendliche Produkte und Reihen von
Partialbriichen, Verfahren, die im 19. Jahrhundert wesentlich weiterentwickelt wurden. Doch EULER hat auch die
Kenntnisse tiber transzendente Funktionen wesentlich bereichert. Die von ihm analysierten Beta- und I'-Funktionen
((Stichwort) EULERsche I'-Funktion), die (-Funktion und die heute als Bessel-Funktion bekannten Funktionen gehéren
zu den wichtigsten transzendenten Funktionen. Von allen enthiillte EULER zahlreiche Eigenschaften und wurde einer
der Begriinder des Studiums spezieller Funktionen.

Verschiedene Fragestellungen fithrten EULER zur Betrachtung komplexer Zahlen. Etwa zeitgleich mit d’ Alembert,
aber unabhéngig von diesem, gab er mehrere Anwendungen der Funktionen einer komplexen Variablen und kam zu
ersten Ergebnissen iiber analytische Funktionen. Doch obwohl er geschickt mit verschiedenen Darstellungen komplexer
Zahlen umging, sah er in den imagindren Zahlen nur eine formale Bildung zur Vereinfachung der Rechnungen ohne
reale Bedeutung. Wie d’Alembert folgerte er (in moderner Terminologie formuliert) die algebraische Abgeschlossenheit
der Menge der komplexen Zahlen (1751) und leitete die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ab. Beide
Mathematiker formulierten und bewiesen auch den Fundamentalsatz der Algebra, die Beweise waren jedoch noch
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Definition 1.16 Es sei n eine natirliche Zahl. Dann bezeichnet ¢(n) = [{k € N| ggT(n, k) = 1}|
die Anzahl der zu n relativ primen natirlichen Zahlen.

Unmittelbar ergibt sich:
n ist prim < ¢(n) =n—1

Proposition 1.17 Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt:
> od) =n.
d|n

Beweis: Es bezeichne S die Menge der Paare von natiirlichen Zahlen (d, f) mit
din, 1<f<d,  ggT(f,d) =1

Stellt man die zu S gehorigen Paare in einer Matrixtabelle dar, so stehen in einer Zeile, d.h. bei
festem d, genau ¢(d) Eintrége, also gilt

S| =) ¢(d).
d|n

Es bleibt zu zeigen, dass |S| = n. Also haben wir eine Bijektion § von S nach N,, anzugeben. Wir
definieren

B, f) = fn/d.
Da n/d ganzzahlig und 1 < f < d ist, ist 5(d, f) € N,,. Wir zeigen, dass [ injektiv ist:
Bd, f)=p(d,f) = fn/d=fn/d = fd =fd

Aus der Tatsache, dass jeweils d, f bzw. d’, f’ relativ prim sind, folgt d = d’ und f = f’ (vgl. Lemma
1.14).

Es bleibt zu zeigen, dass (3 eine surjektive Abbildung ist. Es sei x € N,, und g, der grofite
gemeinsame Teiler von = und n. Sei ferner

dz:n/gzv fz:x/gx

Man sieht nun wieder ein, dass 3(d,, fz) = fon/d. = x gilt, folglich ist 8 surjektiv. [

1.5 Faktorisierung in Primzahlen

Definition 1.18 FEine natirliche Zahl p heifst prim oder auch Primzahl, falls p > 2 und p nur
triviale Teiler besitzt'?.

Zur Vorbereitung des Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie beweisen wir:

liickenhatft.

Grundlegende Fortschritte gelangen EULER bei der Losung von Differentialgleichungen. So 16ste er homogene lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten mit Hilfe des Ansatzes y = e*, und die zugehérige inhomogene
Gleichung mit der Methode des integrierten Faktors. Er formulierte notwendige Bedingungen fiir die Existenz ei-
nes totalen Differentials und schuf 1768 mit seiner Polygonzugmethode ein Verfahren zur numersichen Losung der
Gleichung y’ = f(z,y) bei vorgegebenen Anfangswerten y(zo) = yo, das er dann auf Gleichungen zweiter Ordnung
ausdehnte. Auch die Methode der Variation der Konstanten findet sich in Anséitzen bei EULER (1741).

Umfangreiche Forschungen fiihrte er zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen durch, meist verbunden mit
der Untersuchung physikalischer Probleme. Eine fiir die Mathematikentwicklung duflerst anregende Frage war die
Untersuchung der schwingenden Saite. Beziiglich der Losung der zugehérigen Differentialgleichung kam es zu einem
langeren Streit zwischen EULER, d’Alembert und D. Bernoulli, aus dem sich letztlich das Problem herauskristalli-
sierte, welche Funktionen durch trigonometrische Reihen darstellbar sind.

10Djiese Eigenschaft spielt in der Ringtheorie als Irreduzibilitétskriterium eine Rolle.
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Lemma 1.19 Ist p eine Primzahl und sind x1,x2,...,x, € Z, so folgt aus

plaixe... Ty
stets p | x; fir wenigstens ein x; (1 < i< n).

Beweis: Wir beweisen diese Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren des Produk-
tes. Im Falle n = 1 sind wir fertig. Wir nehmen also an, dass die Aussage richtig ist fiir n = k. Sei
nun = 1y ... 2, und p | zxg1. Teilt nun p die Zahl z, so sind wir fertig. Teilt allerdings p nicht
das Element x, so ist der grofite gemeinsame Teiler von x und p gleich 1, d.h. es gibt r, s € Z mit
rp+ sxr = 1. Also ist

Tp1 = (TP + 8T)Tp 11 = (T1Tp11)p + $(TTk11),

und da p beide Faktoren teilt, folgt p | 41, was den Induktionsschritt rechtfertigt. L]

Die nédchste Aussage bezeichnet man gelegentlich als den Hauptsatz der elementaren Zahlen-
theorie. Diesen Satz findet man schon bei EUKLID VON ALEXANDRIA!! |

Satz 1.20 Jede natiirliche Zahl n > 2 besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Beweis: Wire diese Aussage nicht richtig, so géibe es ein kleinstes Gegenbeispiel ng. Dann kann
ng selbst keine Primzahl sein. Also kénnen wir ansetzen

no =pip2 - .. pr und ng = piph ...y,

wobei p; und p} nicht notwendig verschiedene Primzahlen sind. Aus p; | ng folgt p1 | pip5...p},
also mit Lemma 1.19 0.B.d.A. p; | p}. Da beide Elemente prim sind, folgt p; = p}. Somit l4sst sich
auf beiden Seiten p; kiirzen. Da ng das kleinste Gegenbeispiel war, gilt fiir ng/p; die Aussage des
Satzes, was zu einem Widerspruch fiihrt. [

Der Vollstandigkeit halber erwihnen wir hier bereits, obgleich die formale Begriffsdefinition, was
man unter einer unendlichen Menge versteht, erst endgiiltig in Kapitel 2 festgelegt wird:

Satz 1.21 Die Menge P der Primzahlen ist unendlich.

Beweis: Natiirlich ist P nicht leer, da 2 € P gilt. Wére P endlich, so seien p1,ps...,p, alle
Primzahlen. Wir werden zeigen, dass es dann weitere Primzahlen geben muss, was einen Widerspruch
zur Annahme liefert.

Wir betrachten die Zahl
m=pips...pn + 1.

HEUKLID von Alexandria, Mathematiker, lebte um 300 v. Chr.

Uber die Person des EUKLID und dessen Leben ist fast nichts bekannt. Was man iiber ihn weiB, sind Anekdoten
aus der Spitantike oder sind Schlussfolgerungen aus seinem Werk. Man nimmt an, dass er seine Jugend in Athen
verbracht hat. Um 307 v. Chr. Wurde das Museion in Alexandria gegriindet und man vermutet, dass EUKLID, wohl
schon als angesehener Gelehrter, um 320 auf Einladung der Ptoloméderdynastie nach Alexandria kam. In Alexandria
sind die Werke des EUKLID entstanden, moéglicherweise fiir den Lehrbetrieb am Museion. Zwischen 290 und 260 v.
Chr. Ist EUKLID in Alexandria (?) gestorben.

EUKLID sind sieben mathematische Werke, eine astronomische, eine optische und eine musiktheoretische Schrift
zuzuschreiben. Oft wurde er noch als Verfasser einer Schrift iiber Spiegel und von Abhandlungen iiber Mechanik
benannt, beides moéglicherweise unrichtig. Die ‘Optika’ ist ein elementares Werk iiber Perspektive. Die astronomische
Schrift (‘Phainomena’) behandelt die Geometrie der Bewegung der Himmelskdper und enthilt vielleicht die Meinung
des Eudoxos zur Himmelsmechanik.

Das erste grosse Verdienst des EUKLID bestand in der Zusammenstellung wichtigen historischen mathematischen
Materials. Diese Materialzusammenstellung war bei ihm keine unkritische Aneinanderreihung erreichter Ergebnisse,
sondern er hat das Material systematisch bearbeitet. Er priasentierte es in Form von Definitionen, Axiomen, Postulaten,
Satzen, Aufgaben und Beweisen. Hierin liegt wohl das Hauptverdienst des EUKLID und der Hohepunkt der Mathematik
der frithen Kulturen.

Man darf allerdings an den deduktiven Aufbau gerade der ‘Elemente’ nicht die Messlatte moderner Mathematik
anlegen. Eine Reihe von ‘Definitionen’ des EUKLID sind ‘nicht zur Sache gehorig’ - man kann mit ihnen nichts beweisen.
Desgleichen entspricht die Unterscheidung von Axiomen und Postulaten - durchaus nicht modernen Anspriichen.
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Keine der Primzahlen pq,ps,...,p, teilt m; auf der anderen Seite wissen wir aber, dass m eine
eindeutige Zerlegung in Primfaktoren besitzt. Ob nun m selbst Primzahl ist oder sich als Produkt
darstellen ldsst, die dabei auftretenden Primzahlen sind nicht in der obigen Liste enthalten. [

Die mathematische Disziplin, die sich mit Primzahlen beschéftigt, heiflit Zahlentheorie. Als ma-
thematisches Basiswissen kann der Satz angesehen werden, der Aussagen iiber die Verteilung von
Primzahlen 7(n)'? macht:

Satz 1.22 (Primzahlsatz)

1
lim 7(n) - an 1.
n—oo n

Der Beweis dieser Aussage, deren Richtigkeit schon von GAUSS vermutet wurde, gelang im Jahre
1896 den beiden Mathematikern HADAMARD und DE LA VALLEE-POUSSIN.

Schliellich erwihnen wir zur Information noch den folgenden Satz von DIRICHLET!?:

Satz 1.23 Jede arithmetische Progression a, = q-n + r, in der q und r teilerfremd sind, enthdlt
unendlich viele Primzahlen.

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit wenigen Bemerkungen:

Bemerkung 1.24 (1) FERMAT' behauptete 1640, dass alle Zahlen der Form F,, = 22" +1 Prim-
zahlen seien. Im Jahre 1732 zeigte EULER, dass die Zahl F5 den Teiler 641 hat. Primzahlen
von diesem Bautyp heiffen FERMAT’ sche Primzahlen.

2Dabei bezeichnet 7(n) die Anzahl der Primzahlen bis n.

13Peter Gustav Lejeune DIRICHLET (geboren 13. Februar 1805 in Diiren, gestorben am 5. Mai 1859 in Géttingen)
war ein deutscher Mathematiker.

DIRICHLET lehrte in Berlin und Goéttingen und arbeitete hauptsichlich auf den Gebieten der Analysis und der
Zahlentheorie.

Er war seit 1831 verheiratet mit Rebecca geb. Mendelssohn Bartholdy, einer Schwester des Komponisten Felix Men-
delssohn Bartholdy. DIRICHLETs Grofleltern stammten aus dem Ort Richelet in Belgien. Dies erklédrt den franzdésisch
klingenden Namen: Le jeune de Richelet bedeutet sinngeméfl Der Junge von Richelet.

Mit 12 Jahren besuchte DIRICHLET zunéchst ein Gymnasium in Bonn; zwei Jahre spéter wechselte er zum Jesuiten-
Gymnasium in Koéln, wo er u.a. von Georg Simon Ohm unterrichtet wurde. Im Mai 1822 begann er ein Mathematikstu-
dium in Paris und traf hier mit den bedeutendsten franzosischen Mathematikern dieser Zeit - u.a. B1oT, FRANCOEUR,
HACHETTE, LAPLACE, LACROIX, LEGENDRE und POISSON - zusammen.

1825 machte er erstmals auf sich aufmerksam, indem er zusammen mit Adrien-Marie Legendre fiir den Spezialfall
n = 5 die FERMAT’sche Vermutung bewies: Es gibt keine ganzen Zahlen a,b,c und n > 2, welche die Bedingung
a™ 4 b™ = ¢"™ erfiillen. Spéter lieferte er noch einen Beweis fiir den Spezialfall n = 14.

1827 wurde er von der Universitdt Bonn ehrenhalber promoviert und habilitierte sich 1827 - auf Empfehlung
Alexander von Humboldts - als Privatdozent an der Universitdt in Breslau. 1827 zog ihn Alexander von Humboldt
nach Berlin. Hier unterrichtete er zunichst an der allgemeinen Kriegsschule und spéter lehrte er an der Bauakademie.
1829 wurde er Privatdozent, 1831 a.o. Professor und 1839 o. Professor der Mathematik an der Berliner Universitét.
1855 trat er in Goéttingen als Professor der hoheren Mathematik die Nachfolge von Carl Friedrich GAUSS an. Diese
Position hatte er bis an sein Lebensende 1859 inne.

DirICHLET forschte im Wesentlichen auf den Gebieten der partiellen Differentialgleichungen, der periodischen Rei-
hen und bestimmten Integrale, sowie der Zahlentheorie. Er verkniipfte die bis dahin getrennten Gebiete der Zahlen-
theorie und der angewandten Mathematik. Er bewies die Konvergenz von Fourierreihen und eine Eigenschaft von
Primzahlen in arithmetischen Progressionen. Nach ihm benannt ist der DIRICHLETsche Einheitensatz iiber algebrai-
sche Zahlenkorper. Seine neue Art von Betrachtungen der Potentialtheorie wurden spéiter von Bernhard Riemann
verwendet und weiterentwickelt.

Siehe auch: DIRICHLET-Funktion, DIRICHLET-Randbedingung, Schubfachprinzip, DIRICHLETscher Einheitensatz

In DiriCHLETs Haus in Gottingen musizierten der Geiger Joseph Achim und Agathe von Siebold, die Jugendliebe
von Brahms. Dort besuchte ihn Karl August Varnhagen von Ense aus Berlin und beschreibt in seinen Tagebiichern
das Haus, den Garten und dessen Pavillon.

14 Als Geburtsdatum galt bis vor kurzem der 17. August 1601, sorgfiltige Recherchen (siehe unten: Richtigstellung
von FERMATS Geburtsdatum) haben jedoch ergeben, dass FERMAT Ende 1607 oder Anfang 1608 geboren wurde.

FERMAT studierte Rechtswissenschaften an den Universitdten in Toulouse, Bordeaux und Orlans. 1631 wurde er
Anwalt und Beamter der Regierung in Toulouse, wo er bis zu seinem Tod lebte. Aufgrund dieser Position wurde er
geadelt.

1652 wurde er an das oberste Strafgericht befordert. 1643 bis 1654, als in Europa Biirgerkrieg und Pest wiiteten,
brach FERMAT seine Kontakte nach Paris ab und widmete sich verstirkt der Zahlentheorie. 1653 erkrankte er ebenfalls
an der Pest und wurde irrtiimlich fiir tot erklart.

FERMAT studierte von 1623 bis 1626 Zivilrecht an der Universitdt Orléans und schloss dieses Studium im Juli 1626
mit dem baccalaureus juris civilis ab. Im Herbst desselben Jahres lief} er sich als Anwalt am parlement de Bordeaux
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(2) Eine Primzahl der Form M, = 2™ — 1 heiffen MERSENNE’sche Primzahlen, benannt nach dem
Mathematiker MERSENNE!® .

(3) Die FERMAT zahlen sind wie die MERSENNE’zahlen ideale Priifsteine fiir Primzahltests und
Faktorisierungsmethoden. Man weiss ndamlich, dass jeder Primfaktor einer FERMAT’ zahl die
Form 2""2k + 1 hat.

Der derzeitige Rekord (4.9.2006) lautet:

932.582.657 _ |

)

eine Zahl, die 9 808 358 Stellen aufweist und durch Dr. CURTIS COOPER and Dr. STEVEN BOONE
‘entdeckt’ wurde. Es ist die 44. bekannte MERSENNE’sche Primzahl!6.

nieder, wo er bis Ende 1630 blieb. Er hat weder in Bordeaux noch in Toulouse studiert. Dann kaufte er das Amt eines
conseiller du parlement de Toulouse und wurde am 14. Mai 1631 in diesem Amt vereidigt.

In der Zeit von 1643 bis 1653 widmete sich FERMAT nicht verstérkt der Zahlentheorie (die Zeit seiner grofien zahlen-
theoretischen Entdeckungen lag da bereits hinter ihm). Vielmehr wurde er durch die mannigfachen Verpflichtungen
aus seinem Amt als conseiller so sehr in Anspruch genommen, dass ihm praktisch keine Zeit fiir seine mathematischen
Forschungen blieb. Bauernaufstiande im Languedoc wegen brutaler Steuereintreibungen, deren ungesetzliche und un-
menschliche Praktiken von FERMAT aufgedeckt wurden, und die in Stidfrankreich besonders heftigen kriegerischen
Auseinandersetzungen mit der Fronde, die auch FERMATS Geburtsstadt Beaumont-de-Lomagne in Mitleidenschaft
zogen, hielten das fiir den grofiten Teil Siidfrankreichs politisch verantwortliche Parlament von Toulouse und auch
FERMAT in Atem. So gehorte FERMAT zum Beispiel zu der Verhandlungskommission des konigstreuen Parlaments
von Toulouse, die mit den Generalstinden des Languedoc, die sich auf die Seite der Fronde geschlagen hatten, lang-
wierige Verhandlungen zur Wiederherstellung des Rechtsfriedens fiihrte. Auch verhinderte FERMAT durch mutigen
personlichen Einsatz die Zerstorung seiner Heimatstadt Beaumont durch konigliche Truppen.

FERMAT war einer der bedeutendsten ‘Amateure’ in der Geschichte der Mathematik, freilich zu einer Zeit, als
sich noch kaum ein Forscher ausschliellich mit Mathematik beschéftigte. So beschrénkte sich FERMATS Einfluss auf
seine Korrespondenz mit vielen bedeutenden Gelehrten seiner Zeit (wie z. B. CARCAVI, BEAUGRAND, DESCARTES
und MERSENNE) und auf die von seinem Sohn vorgenommene Ausgabe seines Nachlasses, einschliellich der von ihm
kommentierten Arithmetik des Diophant (siche unten). Er hat wichtige Beitrige zur Zahlentheorie, Wahrschein-
lichkeitsrechnung, Variations- und Differentialrechnung geleistet. Dabei hat er seine Resultate oft nur in Form von
‘Denksportaufgaben’ - von Problemen ohne Angabe der Lésung - mitgeteilt.

Nach FERMAT sind unter anderem benannt:

Das FERMAT sche Prinzip ist ein Variationsprinzip der Optik: ‘Licht nimmt seinen Weg immer so, dass es ihn in
der kiirzesten Zeit zuriicklegt.” Hieraus leitet sich das Reflexionsgesetz und das Snelliussche Brechungsgesetz ab.

Als FERMAT sche Zahlen werden Zahlen der Form F,, = 22" 4 1 bezeichnet. FERMAT vermutete 1637, dass alle
FERMAT-Zahlen Primzahlen sind. Dies wurde jedoch 1732 von EULER widerlegt.

Der FERMAT’ sche Zwei- Quadrate-Satz lautet: Eine ungerade Primzahl p ist genau dann die Summe zweier Quadrate,
wenn sie eine Zahl der Form 4n + 1 ist, und diese Darstellung ist (bis auf die Reihenfolge) eindeutig. p = a?+b? =
p = 4n + 1 Der erste Beweis dieses Satzes geht auf EULER zuriick. Die beiden kleinsten Primzahlen mit dieser
Eigenschaft sind 5( = 12 + 22) und 13( = 22 + 32).

Kleiner FERMAT scher Satz: Fiir jede Primzahl p gilt: a? = a (mod p) fiir alle a € Z. Auf diesem Satz beruht der
FERMATsche Primzahltest. Auch in diesem Fall findet sich der erste erhaltene Beweis bei EULER.

FERMAT sche Vermutung oder Grofler FERMAT scher Satz (als wortliche Ubersetzung der englischen Bezeichnung
oft auch als FERMATS letzter Satz bezeichnet): Diese berithmteste auf FERMAT zuriickgehende Behauptung besagt,
dass die diophantische Gleichung a™ + b™ = ¢™ mit a,b,c € N fiir keine natiirliche Zahl n > 2 erfiillt ist. Es gibt
also keine Analoga zu den pythagoréischen Tripel fiir die dritte oder hohere Potenzen. Seine Berithmtheit erlangte
dieser Satz dadurch, dass FERMAT in einer Randnotiz seines Exemplars der Arithmetica des Diophant behauptete,
dafiir einen ‘wunderbaren’ Beweis gefunden zu haben, fiir den aber 7auf dem Rand nicht genug Platz? sei. Der Fall
n = 4 wurde von FERMAT an anderer Stelle bewiesen, weitere Félle spéiter von anderen Mathematikern. In seiner
Allgemeinheit blieb die Aussage bis vor kurzem eines der berithmtesten ungelésten Probleme der Mathematik. Erst
1993 (publiziert 1995 mit einem Beitrag von Richard Taylor) gelang es dem britischen Mathematiker Andrew Wiles,
die FERMAT’sche Vermutung zu beweisen. Daher wird diese auch als Satz von Fermat auch Satz von WILES oder Satz
von WILES-TAYLOR bezeichnet.

L5MERSENNE, Marin, franzésischer Mathematiker, geboren 8.9.1588 Soultiére bei Bourg d’ Oiz, gestorben 1.9.1648
Paris.

1604 bis 1909 wurde MERSENNE am Jesuitenkolleg in La Fléche zusammen mit Descartes ausgebildet. Von 1609 bis
1611 studierte er Theologie an der Sorbonne. 1611 wurde er Monch und gehérte ab 1619 in Paris zum Konvent.

MERSENNE hatte durch seine umfangreiche Korrespondenz Kontakt mit vielen Gelehrten seiner Zeit, unter anderem
mit FERMAT, PASCAL, GASSENDI, ROBERVAL und BEAUGRAND. 1626 verdffentlichte er Arbeiten zur Mathematik,
Mechanik, Optik und Akustik. 1644 versuchte er, eine Formel fiir Primzahlen zu finden. Das Ergebnis war eine Liste
derjenigen Primzahlen m bis 257, fiir die 2" — 1 ebenfalls eine Primzahl ist. Wie sich spéater jedoch herausstellte,
enthielt diese Liste einige ‘falsche’Primzahlen, und es fehlten einige wirkliche Primzahlen. Daneben befasste sich
MERSENNE auch mit den Arbeiten von DESCARTES und GALILEO.

6mehr dazu, siehe http://www.MERSENNE.org/
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2 Funktionen und erste Zihlprinzipien

2.1 Grundideen der Diskreten Mathematik

Als Ausgangstext hat fiir dieses Kapitel auf weite Strecken der vorziigliche und kompakte Text aus [I]
gedient, den wir allerdings mit Kommentaren nachbearbeitet haben und teilweise neuorganisiert haben.

Die Diskrete Mathematik studiert endliche Mengen, und als erstes wollen wir uns fragen, wie viele
Elemente eine gegebene Menge besitzt. Zum Beispiel konnen wir fragen, wie viele Paare die Menge
{1,2,3,4} enthélt. Die Antwort ist 6, wie jeder weif}, sehr aufregend ist das Ergebnis aber nicht, da
wir daraus nicht erkennen, wie viele Paare {1,2,...,6} oder {1,2,...,1000} enthalten. Interessant
wird die Sache erst, wenn wir die Anzahl der Paare in der n-Menge {1,...,n} fiir beliebiges n
bestimmen kénnen.

Ein typisches diskretes Abzihlproblem sieht demnach folgendermafien aus: Gegeben sei eine
unendliche Familie von endlichen Mengen S,,, (wobei n eine Indexmenge I durchliuft, z.B. die
natiirlichen Zahlen), und die Aufgabe besteht darin, die Zahlfunktion f : I — Ny, f(n) = |Ss|, n €
I zu bestimmen. Meist sind die Mengen .S,, durch einfach kombinatorische Bedingungen gegeben.

Als erstes, mehr philosophisches Problem, stellt sich die Frage, was man unter einer ,,Bestim-
mung“ von f zu verstehen hat. Am befriedigendsten ist natiirlich eine geschlossene Formel. Ist z.
B. S,, die Menge der Permutationen einer n-Menge, so haben wir f(n) = n!, und jeder wird dies als
ausreichende Bestimmung akzeptieren. Leider ist in den allermeisten Fillen solch eine Formel nicht
zu erreichen. Was macht man dann?

2.1.1 Summation - die Grundidee

Angenommen, wir wollen nicht alle Permutationen von {1,...n} abzihlen, sondern nur die fix-

punktfreien, d.h. jene Permutationen, bei denen 7 nicht an i-ter Stelle auftritt, fiir alle i. Sei D,, die

Anzahl dieser Permutationen. Zum Beispiel sind 231, 312 die einzigen fixpunktfreien Permutatio-
en!” (Derangement) fiir n = 3, also ist D3 = 2. Wir werden spiiter beweisen, dass

N (DR
annlz x
k=0

fiir alle n gilt. Hier liegt also eine Summationsformel vor.

2.1.2 Rekursion - die Grundidee

Aus kombinatorischen Erwégungen folgt, wie wir sehen werden, die Beziehung D,, = (n—1)(D,,—1+
D,,_5) fir n > 3. Aus den Anfangswerten Dy = 0, Dy = 1 folgt daraus die allgemeine Formel. Bei-
spielsweise erhalten wir D3 = 2, Dy = 9, D5 = 44. Eine Rekursion ist manchmal einer geschlossenen
Formel durchaus vorzuziehen. Die Fibonacci-Zahlen F,, sind definiert durch Fy =0, F; =1, F, =
F,_1+ F,_s (n > 2). Spéiter werden wir daraus die Formel

1, 1+v5, 1-+5
ﬁ(( 5 )"~ (5

ableiten, aber wahrscheinlich wird jeder (oder zumindest jeder Computer aufgrund der Irrationalitét
von v/5) die Rekursion bevorzugen.

Fn:

")

"Die Aufgabe wurde zuerst von Niclaus Bernoulli I. (1687 bis 175) , dem Neffen der beiden grofien Mathematiker
Jakob und Johann Bernoulli behandelt. Spater wurde auch Euler auf das Problem gefiihrt, das er als ‘quaestio curiosa
ex doctrina combinationis’ bezeichnete und unabhéngigk von Bernoulli 16ste.
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2.1.3 Erzeugende Funktionen - die Grundidee

Eine Methode, die sich als besonders fruchtbar erwiesen hat, besteht darin, die Werte f(n) der
Zahlfunktion als Koeffizienten einer Potenzreihe aufzufassen,

F(z) =) f(n)"

n>0

mit F'(z) heilt Erzeugende Funktion der Z&hlfunktion f. Fragen wir z.B. nach der Anzahl der n-
Untermengen einer r-Menge fiir festes r, so ist f(n) = (/) (Binomialkoeffizient), und wir wissen aus
dem Binomialsatz, dass

3 <;>z" =(1+2)

n>0

gilt. Wir werden sehen, wie sich daraus auf verbliiffend einfache Weise Identitéten fiir Binomialko-
effizienten ableiten lassen.

2.1.4 Asymptotische Analyse - die Grundidee

In spiteren Kapiteln werden wir Algorithmen fiir die verschiedensten Probleme studieren. Neben
der Korrektheit des Algorithmus interessiert natiirlich besonders, wie schnell er ist, wir fragen also
nach der Laufzeit des Algorithmus. Sehr oft ist der Algorithmus durch eine Rekursion gegeben. In
Sortierproblemen wird uns beispielsweise die Rekursion

n—1
F(n) = %Zf(k)Jraner
k=0

mit @ > 0 begegnen. In diesem Fall ist eine Losung leicht zu erhalten, aber allgemein kann die Bestim-
mung von f(n) dullerst schwierig sein. Wir werden dann versuchen, f(n) durch leichter zugéingliche
Funktionen a(n) und b(n) mit a(n) < f(n) < b(n) abzuschitzen, und uns zufriedengeben, wenn
wir das Problem asymptotisch gelost haben, das heifit eine bekannte Funktion g(n) gefunden haben
(z.B. ein Polynom oder eine Exponentialfunktion), welche dieselbe Grofenordnung wie f(n) hat.

2.2 Begriffliches und endliche Mengen

Wie hinlédnglich bekannt ist, verstehen wir unter einer Funktion f : X — Y eine eindeutige Zuord-
nung (= linkstotale, rechtseindeutige Relation), bei der jedem z € X genau ein y € Y zugeordnet
ist. In der Algebra ist es sinnvoll - im Unterschied zur Analysis - Funktionen als Tripel, nimlich
(f, X,Y) zu verstehen. Die Sprechweisen Funktionen und Abbildungen benutzen wir synonym.

Die Verkniipfung von Funktionen f : X — Y und g : ¥ — Z ist nichts anderes als die
Hintereinanderausfithrung von g nach f, d.h. gf : X — Z wird durch (gf)(x) = g(f(z)) definiert.

Wir erwéhnen noch die im Prinzip bekannten sprachlichen Vereinbarungen:

Definition 2.1 FEssei f: X — Y eine Funktion. Die Funktion f heif$t injektiv genau dann, wenn
flx1) = f(xa) stets x1 = xo impliziert. Die Funktion [ heifit surjektiv, wenn fir jedes y € Y ein
x € X mit f(x) =y existiert. f heifit bijektiv, wenn sie zugleich injektiv und surjektiv ist.

Ist X eine Teilmenge von Y, so verstehen wir unter der Inklusionsfunktion oder auch Insertion
die Funktion ¢ : X — Y mit i(z) = x fiir alle z € X. Im Falle X =Y sprechen wir von der Identitit
auf X.

Der Vollsténdigkeit halber erwéhnen wir die folgende, leicht zu rechtfertigende Aussage:

Lemma 2.2 Es seien f: X — Y und g: Y — Z. Sind beide Funktionen injektiv (surjektiv), so
ist auch die Verkettung gf : X — Z injektiv (surjektiv).
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Definition 2.3 Fine Funktion g : Y — X heiffit zur Funktion f: X — Y invers, wenn fir alle
reX,yeY gilt
(9/) @)=z und (fg)(y) =y.

Die Funktion g heifit dann auch die Inverse von f und wir schreiben vielfach g = f—1.
Ohne Beweis erwéihnen wir die bekannte Aussage:
Proposition 2.4 Eine Funktion besitzt genau dann eine Inverse, wenn sie bijektiv ist.

Die néchste Aussage Gleichheitsregel basiert auf unserem naiven Anzahlbegriff; genau genom-
men definieren wir die Anzahl einer (endlichen) Menge als Klassencharakteristik unter der Aquiva-
lenzrelation gleichmdchtig. Insofern ist eigentlich |S| die Klasse der zur Menge S gleichmiichtigen
Mengen, wobei die Gleichméchtigkeit {iber Bijektionen vermittelt wird. Bei dieser Interpretation ist
diese Gleichheitsregel eine triviale Aussage:

Lemma 2.5 (Gleichheitsregel) Es seien S,T Mengen; dann gilt |S| = |T| genau dann, wenn es
eine Bijektion zwischen den Mengen S und T gibt.

Die typische Anwendung der Gleichheitsregel sieht folgendermaflen aus: Wir wollen eine Menge
S abzdhlen. Gelingt es uns, S bijektiv auf eine Menge T abzubilden, deren Grofie wir kennen, so
koénnen wir |S| = |T'| schlieffen.

Beispiel 2.6 Wie viele verschiedene Untermengen besitzt eine n-Menge X, z. B. X ={1,...,n}?
Zu jeder Untermenge A betrachten wir den charakteristischen Vektor w(A) = ajas...a, von A mit
a; =1, fallsi € A ist, und a; =0, fallsi ¢ A. Jeder Vektor w(A) ist also ein 0, 1-Wort der Linge n,
und man sieht sofort, dass die Abbildung w eine Bijektion zwischen der Menge S aller Untermengen
von {1,...,n} und der Menge T aller 0,1-Wérter der Linge n ergibt. Die Mdichtigkeit von T kennen
wir schon, |T| = 2", also folgt nach der Gleichheitsregel auch |S| = 2".

Ohne Riicksicht auf Konsistenz verabreden wir die folgende Abkiirzung:
N, ={1,2,...,n}.

Eigentlich offensichtlich, jedoch erwihnenswert ist die folgende Aussage, da sie als Ausgangspunkt
einer Definition genommen werden kann:

Proposition 2.7 Es seien m < n natirliche Zahlen. Dann gibt es keine injektive Abbildung von
N,, nach N,,.

Beweis: Es bezeichne S die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die ein m < n und eine injektive
Abbildung von N,, nach N,,, existiert. Wenn S nicht leer ist, gibt es in S ein kleinstes Element k,
also eine injektive Abbildung ¢ von Ni nach N; fiir ein geeignetes [ < k. Wie man leicht sieht, ist
l # 1. Also ist [ — 1 ebenfalls eine natiirliche Zahl. Ziel ist es nun, ein kleineres Gegenbeispiel zu
konstruieren.

Ist keines der Werte i(1),4(2),...,i(k — 1) gleich I, dann schrinken wir ¢ auf Nj_; ein, als
Bildmenge wihlen wir N;_;. Widerspruch zur Minimalitéit des Gegenbeispiels.

Ist i(b) = fiir ein b mit 1 < b < k — 1, dann ergibt sich notwendigerweise i(k) = ¢ # [, da ¢ eine
injektive Abbildung ist. In diesem Fall konstruieren wir eine injektive Abbildung ¢* von Nj_; nach
N;_1 geméf

i*(b) = ¢, i*(r)y=1i(r) (r#0b).

Erneut ergibt sich ein Widerspruch zur Minimalitét von k. [

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich: Hétte eine Menge X insgesamt n Elemente, auf der
anderen Seite auch m Elemente fiir ein m < n, so gibe es Bijektionen

6:N, — X, v: N, — X,

und schlieflich wire y~!3 eine injektive Abbildung von N,, nach N,,, was dem letzten Satz wi-
derspricht. Damit ist die eindeutige Elementzuweisung einer endlichen Menge gerechtfertigt. Wir
schreiben | X | fiir die Kardinalitéit von X.
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2.3 Elementare Zihlprinzipien

Wir wollen einige fundamentale Regeln zusammenfassen, auf denen alle Abzdhlung basiert. Die
ersten beiden Regeln, die so einsichtig sind, dass sie nicht bewiesen werden miissen, beruhen auf
einer Klassifikation der Elemente, der abzuzihlenden Menge.

2.3.1 Summenregel

FEine oft unreflektiert benutzte Regel beschreibt das folgende Lemma:

¢

Lemma 2.8 (Summenregel) E sei S = > S, cine disjunkte Vereinigung von Mengen S;,i =
i=1

1,...t, dann gilt

t
S| = " ISil-
i=1

In der Anwendung tritt die Summenregel meist in folgender Gestalt auf: Wir klassifizieren die
Elemente von S nach gewissen Eigenschaften E;, (i = 1,...,t), die sich gegenseitig ausschliefien,
und setzen: S; = {z € S| z hat die Eigenschaft E;}.

Die Summenregel bildet die Grundlage fiir die meisten Rekursionen. Betrachten wir folgendes
Beispiel:
Beispiel 2.9 Fir eine n-Menge X sei S = ()k() die Menge aller k Untermengen von X, also
S| = (}). Sei a € X. Wir klassifizieren die k Untermengen A, je nachdem ob a € A, oder a ¢ A
ist, S ={A €S| ae A}, So={A €S| a¢ A}. Wir erhalten die Mengen aus Sy, indem wir
alle (k — 1)-Untermengen von X \ {a} nehmen, also |Sa| = (";1) Nach der Summentregel erhalten
wir daraus die fundamentale Rekursion fir die Binomialkoeffizienten:

n n—1 n—1
= >1
(0) = o)) o=
Auf Seie 17 werden wir ausfiihrlich auf die Binomialzahlen eingehen.

2.3.2 Produktregel

Ebenfalls im Kern selbstverstédndlich erscheint die nachfolgende Aussage, die als Produktregel be-
zeichnet wird.

t
Lemma 2.10 Produktregel. Sei S = S1x Sy x...xS; ein Mengenprodukt, dann gilt: |S| = [] |S:|.
s=1

Angenommen, wir kénnen auf 3 Wegen von Koln nach Diisseldorf und auf 5 Wegen von Diisseldorf
nach Miinster fahren. Dann gibt es 15 = 3 -5 Wege, um von Ko6ln nach Miinster iiber Diisseldorf zu
gelangen.

Es ist oft niitzlich, die Produktregel als Baumdiagramm zu verdeutlichen. Seien a, b, ¢ die Wege
von Koln nach Diisseldorf und 1,2,3,4,5 die Wege von Diisseldorf nach Miinster, dann zeigt das
Diagramm auf Seite 16 die 15 Wege von Koln nach Miinster.

Eine Folge von 0 und 1 nennen wir ein 0, 1-Wort und die Anzahl der 0 ’en und 1’en die Lénge
des Wortes. Wie viele verschiedene 0, 1-Woérter der Lange n gibt es? Fiir jede Stelle des Wortes gibt
es 2 Moglichkeiten, also ist die Antwort nach der Produktregel 2™.

Fiir unsere letzte Regel bendtigen wir ein paar Begriffe. Ein Inzidenzsystem (S, T, I) besteht aus
zwei Mengen S und T und einer Relation I (genannt Inzidenz) zwischen den Elementen aus S und
T. Falls eine Relation alb zwischen a € S und b € T besteht, so nennen wir a und b inzident,
ansonsten nicht-inzident. Ein bekanntes Beispiel liefert die Geometrie: S ist eine Punktmenge, T
eine Geradenmenge, und plg bedeutet, dass der Punkt p auf der Geraden g liegt.
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Abbildung 3: Wege von Kéln nach Miinster

1 2 3 5 6 7 8
111 111 1 1 11
2 1 1 1
3 1 1
4 1 1
) 1
6 1
7 1
8 1

Tabelle 1: Inzidenzmatrix der Teilerrelation auf der Menge {1,...,8} (vgl. Beispiel 2.12)

2.3.3 Regel vom zweifachen Abzihlen
Die néchste Regel versteht sich eigentlich als ‘Prinzip’.

Lemma 2.11 (Regel vom zweifachen Abzihlen) Es sei (S,T,1) ein Inzidenzsystem, und fiir
a € S bezeichne r(a) die Anzahl der zu a inzidenten Elemente aus T, und analog r(b) firb € T die
Anzahl der zu b inzidenten Elemente aus S. Dann gilt

> rla) = r(b)

a€sS beT

Die Regel wird sofort einsichtig, wenn wir das Inzidenzsystem als Rechteckschema darstellen.
Wir nummerieren die Elemente aus S = {a1,...,am} und T = {by,...b,}. Nun stellen wir eine
m x n-Matrix M = (m;;) auf, genannt die Inzidenzmatrix, indem wir

1 falls a;1b;
Mii =90 sonst

setzen. Die Grole r(a;) ist dann genau die Anzahl der ’en in der i-ten Zeile, und analog r(b;) die

Anzahl der 1’en in der j-ten Spalte. Die Summe Y 7(a;) ist somit gleich der Gesamtzahl der 1’en
i=1
n
(zeilenweise gezdhlt), wihrend ) r(b;) dieselbe Zahl (spaltenweise gezéhlt) ergibt.
j=1

Beispiel 2.12 Es sei S = {1,...,8} =T und wir erkliren i € S, j € T inzident, wenn i ein Teiler
von j ist, in Zeichen i | 7. Die zugehirige Inzidenzmatriz hat demnach folgende Gestalt, wobei wir
der Ubersichtlichkeit halber nur die 1’en eintragen:

Die Anzahl der 1’en in Spalte j ist genau gleich der Anzahl der Teiler von j, die wir mit #(j)
bezeichnen wollen, also z. B. t(6) = 4,t(7) = 2. Wir stellen uns nun die Frage, wie viele Teiler
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eine Zahl von 1 bis 8 im Durchschnitt hat, d. h. wir wollen #(8) = £ > #(j) berechnen. In unserem
j=1
Beispiel ist £(8) = 5. Aus der Tafel erkennen wir folgende Werte:

n‘l
f(n)‘l

4 5
2 2

NG DN
wloy L

Wie grof ist nun #(n) fiir beliebiges n? Das scheint auf den ersten Blick eine hoffnungslose
Angelegenheit. Fiir Primzahlen p gilt ¢(p) = 2 , withrend fiir 2-er Potenzen ein grofier Wert t(2%) =
k+1 resultiert. Versuchen wir dennoch unsere Regel des zweifachen Abzihlens. Nach Spalten gezéhlt
erhalten wir, wie gesehen, Y t(j). Wie viele 1’en sind in der i-ten Zeile? Offenbar entsprechen die

j=1
I’en den Vielfachen von 4, ndmlich 1-4,2-4,... und das letzte Vielfache < n ist [%Z] -4, also ist
r(i) = [ %]. Unsere Regel ergibt daher:

wobei der Fehler beim Ubergang von | %] auf % fiir alle ¢ kleiner als 1 ist, also auch in der

n
Summe. Die letzte Grofie Y % wird uns noch oft begegnen, sie heifit die n-te harmonische Zahl
i=1
H,,. Aus der Analysis wissen wir, dass H,, ~ logn etwa so grof} ist wie der natiirliche Logarithmus,
und wir erhalten das erstaunliche Ergebnis, dass die Teilerfunktion trotz aller Unregelméfigkeit im

Durchschnitt sich vollkommen regelméBig verhélt, ndmlich ¢(n) ~ logn.

2.4 Die fundamentalen kombinatorischen Grundfiguren und zugehorige Zihlkoeffizi-
enten

2.4.1 k-Teilmengen einer n-Menge

Einige Zahlen wie die Binomialkoffizienten (Z) tauchen immer wieder auf. Wir wollen die wichtigsten

Zahlen nun systematisierend besprechen und dabei unser Augenmerk auf die dahinter stehenden
kombinatorischen Grundfiguren richten.

Die ersten Begriffe, die wir mit einer Menge assoziieren, sind Untermengen.

Definition 2.13 Es sei n € N eine natirliche Zahl, N eine n-Menge und k < n. Eine k-Menge in
N ist eine k-elementige Teilmenge von N; (Z) bezeichnet deren Anzahl. Diese Zihlkoeffizienten (Z)
heifsen Binomialkoeffizienten oder auch Binomialzahlen.

Wir listen einige grundlegende Eigenschaften der Binomialzahlen resp. Binomialkoeffizienten auf:

(Z) :n(n—l)..l.d(n—k:—i-l) _ 7;’: (n>k>0) 1)
n n!

<k:) = i — )l (n>k>0) (2)

insbesondere also <Z) = <n ﬁ k:) (n>k>0). (3)

Die GroBen n(n—1)...(n—k+ 1), die bei der Berechnung des Binomialkoeffizieten auftauchen,
erscheinen so hiufig in Abzahlproblemen, dass wir ihnen einen eigenen Namen geben:

Definition 2.14 FEs seien n, k natiirliche Zahlen. Dann nennen wir

nti=nn—-1)...(n—k+1)
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die fallenden Faktoriellen (von n der Linge k). Analog dazu setzen wir:

nfi=nn+1)...(n+k-1)
und nennen n* die steigenden Faktoriellen.

Es ist niitzlich auch fiir negative Zahlen, ja auch fiir beliebige komplexe Zahlen n zu erkldren,
und k fiir beliebige ganze Zahlen. Zuerst setzen wir (8) = 1, das ist sinnvoll, da die leere Menge ()

genau eine 0-Untermenge, namlich @) enthilt. Ebenso setzen wir n? = n0 =1 fiir die fallenden und

steigenden Faktoriellen, und 0! = 1.

Der Ausdruck % = r(r—1)...(r —k+1) oder TE,: r(r+1)...(r+k—1) ist fiir beliebiges r € C
sinnvoll, zB. (—3)2 = (=3)(=2)(-2) = -2, (=2)* = (=2)(—1) = 2. Fiir k! miissen wir allerdings
zunédchst k > 0 voraussetzen, da die Fakultatsfunktion fiir £ < 0 nicht ohne weiteres erklart werden

kann. Wir geben daher die allgemeine Funktion fir r € C:

r(r—1)...(r—k rk
k 0 (k < 0)

2.4.2 Ungeordnete Mengen- und Zahlpartitionen
Nun wenden wir uns den Partitionen zu:
Definition 2.15 Es sein € N eine natirliche Zahl, N eine n-Menge und k < n.

(i) Unter einer (ungeordneten) k-Mengenpartition von N verstehen wir eine disjunkte Zerlegung
von N in k Teilmengen (= Blécke). Die Anzahl der k-Mengenpartitionen einer n-Menge wird
durch die Stirling-Zahlen S,, i, zweiter Art'® reprisentiert.

(ii) Unter einer k-gliedrigen (ungeordneten) Zahlpartition von n verstehen wir eine additive Zerle-
gung vonn als Summe ni+ns+. . .4+ng von k Summanden n;. Die Anzahl der k-Zahlpartitionen
einer Zahl n wird mit P, ) bezeichnet. Da es auf die Reihenfolge der nis nicht ankommt,
konnen wir ny > ng > ... > ny voraussetzen.

Die Zahlen sind nach dem Mathematiker JAMES STIRLING!? benannt. Wir gehen auf Seite 18 niher
auf Eigenschaften dieser Zahlen ein, wihrend wir uns auf Seite 19 den Zahlpartionenparametern
vom Typ P, j widmen.

Beispiele 2.16 (i) N = {1,2,3,4,5} besitzt die folgenden 2-Mengenpartitionen, wobei wir die
Klammern weglassen:
12345 = 1234+ 5, 1235+ 4, 1245+ 3,
1345 +2, 2345+1, 123 445,
124 4+ 35, 125+ 34, 134+ 25,
135+ 24, 145+ 23, 234 + 15,
935 + 14, 2454+ 13, 345 + 12,

18warum zweiter Art hat historische Griinde und wird bald klar werden, vgl. auch Seite 22

198tirling, James, schottischer Mathematiker, geboren 1692 Garden (Stirlingshire, Schottland), gestorben 5.12.1770
Edingburgh).

Stirling nahm 1710 sein Studium in Oxford auf, und blieb dort auch nach dem Studium bis 1717. In der Folgezeit
weilte er in verschiedenen Stddten Europas, unter anderem in Venedig und Padua. Ab 1724 war er als Lehrer in
London tétig und wurde 1726 Mitglied der Londoner Mathematischen Gesellschaft. 1735 wurde er Geschéftsfithrer
der Schottischen Bergbaugesellschaft Leadhills in Lanarksshire.

In seinem ersten Buch ‘Lineare tertii ordinis neutonianae’, das 1717 erschien, erweiterte Stirling Newtons Theorie
der ebenen Kurven dritten Grades, indem er weitere Kurventypen erginzte. In folgenden Arbeiten (‘Methodus diffe-
rentialis’, 1730) setzte er sich mit der Differenzenrechnung, der Konvergenz von unendlichen Reihen und unendlichen
Produkten, mit Interpolation und Quadraturformeln auseinander. Er fand eine Ndherungsformel fiir n! (Stirlingsche
Formel) und Darstellungen fiir spezielle Werte der Eulerschen I'-Funktion.

Neben diesen mathematischen Arbeiten untersuchte er die Gravitation, die Gestalt der Erde, und beschiftigte sich
mit Fragen des Bergbaus.
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also st S5 o = 15.

(ii) Fiir n = 8 erhalten wir die folgenden 4-Zahlpartitionen: 8 =5+1+1+1, 4+24+1+1, 3+
3+1+1,3424+2+1, 2424242, also ist Pg4 = 5.

2.4.3 Geordnete Mengen- und Zahlpartitionen

Wir haben eben erwihnt, dass es auf die Reihenfolge der Summanden in einer Zahlpartition nicht
ankommt, wir kénnen daher auch von ungeordneten Zahlpartitionen sprechen. Ebensowenig spielt
bei den Untermengen oder Mengenpartitionen die Reihenfolge eine Rolle. Insofern macht es Sinn,
die eben definierten kombinatorischen Figuren auch als geordnete Strukturen anzudenken. Daher
generieren wir in Analogie zur Definition entsprechende geordnete Begriffe.

Definition 2.17 Es sein € N eine natirliche Zahl, N eine n-Menge und k < n.

(i) Unter den k-Permutationen der n-Menge N versteht man die Menge aller Worter aus N mit
k lauter verschiedenen FEintrdgen.

(ii) Unter den geordneten k-Mengenpartitionen einer Menge von n Elementen versteht man formal
die disjunkte Zerlegung in k-Teilmengen (unter Beriicksichtigung der Reihenfolgen).

(iii) Unter den geordneten k-Zahlpartionen versteht man sinngemdiss die additive Zerlegung der
Zahl n in k Summanden unter Berticksichtigung der Reihenfolgen.

Beispiele 2.18 1. Sei N eine n-Menge, z.B. N = {1,2,...,n}. Wir betrachten Wérter der Linge
k mit lauter verschiedenen Eintrdgen; wir nennen sie k-Permutationen von N. Z.B. sind 1234 und
5612 zwei 4-Permutationen von N = {1,...,6}.

2. Geordnet heifit also, dass die geordnete Untermenge {1,2,3} von {3,1,2} oder {3,2,1} wver-
schieden ist, obwohl sie als gewdhnliche Mengen gleich sind. Desgleichen sind die geordneten Mengen-
Partitionen 123+45 und 454123 verschieden, oder die Zahl-Partitionen 3+3+1+1 und 3+1+3+1.

Korollar 2.19 (i) Die Anzahl der k-Permutationen einer n-Menge betrigt n(n—1) ... (n—k+1).

(ii) Die Anzahl der n-Permutationen einer n-Menge betrdgt n!.

Zuriick zu unserem Problem der Abzéhlung geordneter Objekte. Fiir Untermengen und Mengen-
Partitionen ist dies ganz einfach. Jede k-Untermenge ergibt k! geordnete k-Untermengen und jede
k-Mengenpartition ergibt k! geordnete k-Mengen-Partitionen, da die verschiedenen Elemente bzw.
Blocke auf k! Arten permutiert werden konnen. Also erhalten wir fiir die entsprechenden Anzahlen:

Korollar 2.20 Die Zahl der geordneten k-Mengenpartitionen ist das k!-fache der (ungeordneten)
Mengenpartitionen einer n-Menge, also kLS, j.

Nun ist klar, dass die geordneten k-Untermengen nichts anderes als die k-Permutationen von N
sind, also erhalten wir fiir (Z) die iibliche Formel:

<n> nn—1)...(n—k+1) n*

k k! k!

Die Abzdhlung geordneter Zahlpartitionen ist ein wenig subtiler, da die Summanden ja nicht
verschieden zu sein brauchen, einige Permutationen daher die gleiche geordnete Partition ergeben.
Zum Beispiel erhalten wir aus 3+ 14 1 nicht 6 = 3! verschiedene geordnete Partitionen sondern nur
3, ndmlich 3+ 1+ 1,1+ 3+ 1,1+ 1 4+ 3. Die folgende Formel ist eine schone Illustration der
Gleichheitsregel:

Korollar 2.21 Die Anzahl der geordneten k-Zahlpartitionen von n betrdgt (Zj)
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Beweis: Zum Beweis konstruieren wir eine Bijektion von der Menge S aller geordneten k-
Partitionen auf die Menge T aller (k—1)-Untermengen in {1,2,...,n—1}. Sein = ny+na+...+ny €
S, dann erkldren wir f : S — T durch f(ni+...+ng) ={ni,n1+na,...,n1+...+ng_1}. Wegen
n>listl<mng <m+n<...<ni+...+n1 <n-1dh f(ni+...+ng) €T, die
Umkehrabbildung ist g({a; < as < ... <ap-1}) =a1+(az—a1)+...+(ax—1—ar—2)+(n—ar_1),
und f, g sind offensichtlich invers zueinander. Den Rest besorgt die Gleichheitsregel. (]

Beispiel 2.22 Als Beispiel erhalten wir fir n = 6,k = 3 die folgenden (g) = 10 geordneten 3-
Zahlpartitionen von 64:
44+1+1,1+4+1,1+1+44,34+2+1,34+1+2,2+43+1,2+1+3,14+3+2,1+2+3,2+2+2

Als letztes wollen wir noch den Begriff einer Multimenge einfiihren.

Definition 2.23 FEine Menge M = {1,...,n} heifit Multimenge (M, m), wenn mit M eine (zusdtzli-
che) Abbildung m : M — NU{oo} assoziiert wird; die Werte der Funktion m sind die Vielfachheiten,
mit denen die Elemente aus M gezdhlt werden sollen.

Wenn die Vielfachheiten nicht weiter spezifiziert sind, kann verabredungsgeméfl davon ausgegan-
gen werden, dass sie grofitmoglich angesetzt werden kénnen.

Beispiel 2.24 M = {1,1,2,2,3} ist z. B. eine Multimenge iber {1,2,3}, wobei 1 und 2 mit der
Vielfachheit 2 auftreten, 3 mit der Vielfachheit 1. Die Mdchtigkeit einer Multimenge ist die Anzahl
der Elemente gezihlt mit ihrer Vielfachheit, in unserem Beispiel ist |M| = 5.

Die folgende Formel zeigt uns neu die Bedeutung der steigenden Faktoriellen; dabei kann die
Anzahl der k-Multimengen iiber einer n-Mengen kénnen auch als die Moglichkeiten interpretiert
werden, aus einer n-Menge mit Zuriicklegen & Objekte ungeordnet auszuwéhlen:

Lemma 2.25 Die Anzahl der k-Multimengen tiber einer n-Menge betrigt

nn+1)...(n+k—1) nF

k! TR

Beweis: Wiederum liefert die Gleichheitsregel den Beweis. Sei S die Menge aller k-Multimengen
iber {1,2,...,n} und T die Menge aller k-Untermengen von {1,2,...,n+ k — 1}, also

n+k—1 nk
T"( k >_k!'

Fiir {a1 <ag <...<ag} € Ssetzen wir f({a1 <...<ax})={ar,ae+1,a5+2,...,ar,+(k—1)}.
Esgilt 1<ay <as+1<...<ar+(k—1),alsoist f({a; <...<ax}) € T. Die inverse Abbildung
ist g({b1 < ... <bp})=9{b1 <by—1<...<bp— (k—1)}, und der Beweis ist fertig. ]

2.4.4 Zihlkoeffizienten und Funktionen endlicher Mengen

Unsere fundamentalen Zihlkoeffizienten treten in ganz natiirlicher Weise beim Abzihlen von Ab-
bildungen auf. Betrachten wir die Abbildungen f : N — R, wobei |N| = n, |R| = r sein soll. Die
Gesamtzahl der Abbildungen ist 7™, da wir fiir jedes Element r mogliche Bilder haben, so dass wir
mit der Produktregel 7" erhalten. Desgleichen liefert die Produktregel fiir die Anzahl der injektiven
Abbildungen r(r —1)...(r —n+1).

Wie sieht es mit den surjektiven Abbildungen aus? Jede Abbildung f kann durch die Urbilder
{f~Y(y) | v € R} beschrieben werden. Zum Beispiel entspricht die Abbildung f, mit

{a i=1,2,4

F=34 i235
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wobei N = {1,2,3,4,5} und R = {a,b,c}, also f~1(c) = 0. Ist insbesondere f surjektiv, so bilden
die Urbilder eine geordnete r-Mengenpartition von N, und umgekehrt ergibt jede solche Partition
genau eine surjektive Abbildung. In Zusammenfassung haben wir also:

|Abb (N,R)| = ="
\Inj (N, R)| = r*
|Surj (N,R)| = 718,

Jede Abbildung f : N — R hat ein eindeutiges Bild A C R, A = {f(x) | = € N}, und f ist
surjektiv von N auf A. Klassifizieren wir daher die Abbildungen nach ihren Bildern, so ergibt die
Summenregel

" = |Abb (N, R)| > |Surj (N, A)

ACR

= Z Z |Surj (N, A)]
k=0|A|=k

= Z(Dklsn,k
k=0

r

k

= E Sn,krfv
k=0

und wir erhalten eine Formel, welche die Potenzen, fallenden Faktoriellen und Stirling-Zahlen ver-
kniipft:

rn = Z Sn,krﬁ- (5)
k=0

Dabei kénnen wir die Summation bei n abbrechen, da es offenbar keine k-Mengenpartitionen von
N mit k£ > n gibt, d.h. S, =0 fiir £ > n.

2.4.5 Ziehen aus einer Urne bzw. Verteilen auf Ficher

Besonders einprigsam werden unsere Zéhlkoeffizienten, wenn wir die Menge IV als Bille ansehen,
R als Fécher und eine Abbildung f : N — B als Verteilung der Bille in die Fécher. Injektiv heifit
dann, dass in ein Fach hochstens ein Ball kommt, surjektiv, dass jedes Fach mindestens einen Ball
enthélt. Angenommen, die Bélle kénnen nicht unterschieden werden, die Fécher aber schon. Wie
viele Verteilungen gibt es dann?

Injektiver Fall: wir wihlen jedesmal n der r Fécher, die einen Ball enthalten (welcher ist gleich-
giiltig, da wir die Bélle nicht unterscheiden kénnen), und erhalten somit genau die n-Untermengen
von R mit der Anzahl (;) Erlauben wir beliebige Verteilungen, so ergeben sich genau die n-

Multimengen von R, deren Anzahl wir als *— berechnet haben.

Surjektiver Fall: Diese Verteilungen kennen wir schon. Das Fach i enthélt n; > 1 Bille, insgesamt
ist also n = ny +...+n,. eine geordnete Zahlpartition von n, und deren Anzahl ist ("~}) (Korollar
2.21). Kombinieren wir alle Fille, je nachdem ob die Bille und Ficher unterscheidbar bzw. nicht
unterscheidbar sind, so erhalten wir das folgende Diagramm, welches alle unsere fundamentalen
Koeffizienten auf einen Blick ergibt:

2.4.6 Permutationen

Permutationen einer Menge, z.B. von N = {1,2,...,n} konnen auf mehrfache Weisen dargestellt
werden. Zunichst ist eine Permutation 7 einfach eine bijektive Abbildung

7T:<7r(11) 77(22) N ﬂ?n))
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IN|=mn, |R|=r beliebig  injektiv ~ surjektiv bijektiv
N unterscheidbar " n IS P
R unterscheidbar " " on,r e
N nicht unterscheidbar rj o (r) (n,l) 1
R unterscheidbar n! n! 7 An r—1
N unterscheidbar T
R nicht unterscheidbar kzz:l Snie 0 oder 1 Snor :

N nicht unterscheidbar "
R nicht unterscheidbar kzzjl Paj 0 oder 1 Por 1

Tabelle 2: Zahlkoeffizienten als Anzahlen von geeigneten Funktionen

Halten wir die Ausgangsmenge in der Reihenfolge 1,2,...,n fest, so kénnen wir 7 eindeutig als das
Wort 7 = m(1)w(2) . .. 7(n) schreiben. Jede Permutation 7 ist dquivalent zu einer Menge von Zyklen.

Sei z.B.
(123456789
™5 831976 2 4)°

dann geht 1 nach 5, 5 nach 9, 9 nach 4 und 4 nach 1. Die Elemente (1,5,9,4) bilden einen Zyklus.
Verfahren wir genau so mit den restlichen Elementen, so erhalten wir die Zyklendarstellung von 7, 7
= (1,5,9,4)(2, 8)(3)(6,7). Die Anzahl der Elemente in einem Zyklus ist die Léinge des Zyklus. Zyklen
der Linge 1 nennen wir Fixpunkte. Besitzt sie keine Fixpunkte, so nennen wir sie fizpunktfrei (vgl.
Abschnitt 2.1.1) oder sprechen auch von einem Derangement. Wir bemerken zwei Dinge: Zum einen
kommt es bei der Zyklendarstellung nicht auf die Reihenfolge der Zyklen an, wir kénnten in unserem
Beispiel auch 7 = (6,7)(1,5,9,4)(3)(2,8) schreiben - es ist immer noch dieselbe Permutation. Zweitens
konnen wir innerhalb eines Zyklus mit jedem beliebigen Element beginnen, dann ist die Reihenfolge
allerdings festgelegt. Zum Beispiel ist auch (7,6)(9,4,1,5)(8,2)(3) eine Zyklendarstellung von .

Fiir n = 3 erhalten wir beispielsweise die 6 Permutationen geschrieben als Worter
123 132 213 231 312 321

und in Zyklendarstellung

M) 1E3)  1L,2)B) (1,23 (1,3,2) (1,3)(2).
Die Zyklendarstellung von 7 ergibt insbesondere eine Partition von N mit den Zyklen als Blocken.

Definition 2.26 Es seien n,k > 0. Die Anzahl s, j, der Permutationen einer n-Menge mit k Zykeln
heif$t Stirling-Zahl erster Art.

Beispiel 2.27 Als Beispiel haben wir s,1 = (n — 1)!, da wir in einem Zyklus der Linge n als
Anfangselement 1 nehmen konnen, und dann die restlichen Elemente beliebig permutieren konnen.
Ein weiteres Beispiel ist sy pn—1 = (72’), da eine Permutation mit n — 1 Zyklen aus n — 2 Fizpunkten
und einem 2-er Zyklus besteht, den wir ersichtlich auf (g) Arten wdihlen kénnen.

Natiirlich folgt aus der Definition
nl=> sy (n>1).
k=1

Fur eine Permutation m bezeichne b;(7) die Anzahl der Zyklen der Linge i (¢ = 1,...,n) und
b(m) die Gesamtzahl der Zyklen, also

n =

n

%
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Partition Typ
5 51

441 1141
3+2 PARE
34141 123!
24+2+1 1122
24+1+1+1 1321
1+1414+1+1|1°

Tabelle 3: Typen von 5-Permutationen

Der Typ der Permutation m ist der formale Ausdruck t(w) = 10107 (™) In unserem obigen
Beispiel haben wir t(7) = 112241, (Die Zahlen i mit b;(7) = 0 lassen wir weg.)

Wir sehen sofort, dass es genau soviele mogliche Typen von Permutationen gibt wie Zahl-
Permutationen von n. Tabelle 3 listet die moglichen Typen einer 5-Permutation auf.

Wieviele Permutationen gibt es nun zu einem gegebenen Typ 1°12%2 ... n’»? Wir schreiben die
vorderhand leeren Zyklen hin

o) GG G ()

b1 ba b3

und fiillen die Platze der Reihe nach mit den n! Wortern. Auf diese Weise erhalten wir sicherlich die
Permutationen von dem angegebenen Typ. Im allgemeinen werden wir jedoch dieselbe Permutation
mehrfach produzieren. Da es auf die Reihenfolge der Zyklen nicht ankommt, kénnen wir die b Zyklen
der Lange i als ganzes permutieren, dies ergibt b1!bs!. .. b,! Mehrfachzdhlungen. Schliefllich kénnen
wir das Anfangselement eines Zyklus fest angeben, also erhalten wir innerhalb der Zyklen weitere
1%12b2  nbn Mehrfachzihlungen (diesmal ist damit ein echtes Produkt gemeint).

n
Lemma 2.28 FEs sei Y. ib; = n. Die Anzahl der Permutationen vom Typ 1%12°2 .. .nbn betragt
i=1

n!
bi!...byl1012b2 | pbn’

Insbesondere gilt

Korollar 2.29

n! . 1
Snk = Z bi!...b,l1012b2 | nbn mit Zlbi:n’zbi:k
(b17'~~7bn) =1 i1=1

n! "

| ; ih. —

= Z bil...b, 1101202 pbn mit Zlbz -
(b1rmsbn) i=1

Tabelle 4 auf Seite 24 ergénzt unsere Liste (vgl. Tabelle 3 von Seite 23) der 5! = 120 Permuta-
tionen hinsichtlich der Verteilung.

Permutationen werden uns noch oft begegnen, insbesondere bei Sortierproblemen. Betrachten
wir eine Permutation ay, as, ..., a, von {1,...,n} als Liste, so wollen wir diese Liste durch moglichst
wenige Vertauschungen in die richtige Reihenfolge 1,2,...,n bringen.
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Anzahl der Permutationen | Stirlingzahlen
24 5,1 = 24
30
20 85,2 = 50
20
15 55,3 = 35
10 S5,4 = 10
1 $5,5

Tabelle 4: Anzahl fiir die Typen von 5-Permutationen

2.5 Rekursionen

2.5.1 Rekursion der Binomialkoeffizienten

Fiir die Binomialkoeffizienten haben wir bereits eine befriedigende geschlossene Formel

(Z) _n(n—l)..].f!(n—k:-i-l)

abgeleitet, fiir Stirling-Zahlen s,, 5, erster Art eine etwas unhandliche Summenformel (vgl. Seite 22
(die noch dazu wegen der unbekannten Anzahl der Summanden = P, j, Schwierigkeiten bereitet)).
Fiir die Zahlen S,, ;, existiert vorldufig nur die Definition (vgl. Seite 18). Rekursionen helfen uns hier
weiter.

Prominentestes Beispiel ist die Rekursionsgleichung fiir die Binomialkoeflizieten:

(2)=(2_1)+<’”;1) (reC ke (6)

Die Formel folgt direkt aus (4). Wir geben noch einen zweiten Beweis, der die sogenannte Polynom-
methode verdeutlicht. Fiir k£ < 0 sind beide Seiten von (6) gleich 0, und fiir &k = 0, sind beide Seiten
gleich 1. Sei also k > 1. Wir wissen schon, dass (6) fiir alle natiirlichen Zahlen r richtig ist. Ersetzen
wir r durch eine Variable x, so erhalten wir

x\ 2 (x—1 n z—1
k) \k-1 k)
Auf den beiden Seiten stehen jeweils Polynome in z iiber C vom Grad k, und wir wissen, dass
diese beiden Polynome denselben Wert fiir alle natiirlichen Zahlen annehmen. Nun besagt ein Satz

aus der Algebra, dass Polynome vom Grad k, die an mindestens k 4+ 1 Stellen iibereinstimmen,
identisch sind. Hier stimmen sie sogar fiir unendlich viele Werte {iberein, also gilt tatséchlich die

Polynomgeichung
-G (1) v

und daher ist (6) fir alle z = r € C richtig.
Die Polynome
2 = x(x—1)...(x —k+1) bzw.
= 2@+l (w+k—1)
mit 22 = 20 = 1 nennen wir wieder die fallenden bzw. steigenden Faktoriellen. Ubrigens kinnen wir

auch aus der offensichtlichen Gleichung z* = z(z — 1)2=L = (k(z — k))(z — 1)E=L = k(z — 1)E=L +
(v — 1)E=L(x — k) = k(z — 1)E=L + (2 — 1)% durch Division mit k! sofort auf (7) schliefen.
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k01234567
n

0 1

1 11

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 14 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 |1 7 21 35 35 21 7 1

Tabelle 5: Pascal’sches Dreieck (Z)

Die Rekursion (6) ergibt fiir n,k € N das Pascal’sche Dreieck (vgl. Tabelle 5), wobei die

leeren Stellen jeweils 0 sind, da (Z) = 0 ist fiir n < k . Die Geheimnisse und Schonheiten des

Pascal’schen Dreiecks fiillen ganze Béande. Wir verweisen auf www.wikipedia.com, was die Person
sc Blaise Pascal? anbetrifft. Wir wollen nur drei Formeln festhalten. Erstens ist die Zeilensumme

mit Index n, ndmlich
n
n
=2" 8
3 ( k) , ®)

k=0
da wir hierbei ja genau die Untermengen einer n-Menge abzihlen. Betrachten wir nun eine Spalten-
summe mit Index k bis zur Zeile n, also ) (’]’:) Fiir £ = 2, n = 6 erhalten wir 35 = (g) und fiir
m=0
6
k=1,n=515= ().
Allgemein gilt
i my _ (ntl (n,k >0) (9)
= \k) \k+1 =

Fiir n = 0 ist dies sicherlich richtig, und mit Induktion erhalten wir aus (5)

S-S ) -6

Schliellich betrachten wir noch die Diagonalen links und rechts unten, also den Ausdruck

(")

wobei m die Anfangszeile und n die Endspalte bezeichnet. Betrachte im Dreieck die Diagonale mit
m = 3, n =3, die Summe ist 35 = (;)

z": (m;—k) _ (m +7:L+ 1) (m.n > 0) 0)

k=0

Der Beweis wir wiederum durch Induktion geliefert. Ubrigens gilt (10) fiir beliebiges m € C.

20Blaise Pascal (geboren 19. Juni 1623 in Clermont-Ferrand; gestorben 19. August 1662 in Paris) war ein franzosi-
scher Mathematiker, Physiker, Literat und Philosoph. In der Mathematik sind noch ihm benannt: das Pascal’sche
Dreieck, der Satz von Pascal in der Geometrie, die Pascal’sche Schnecke, ebene Kurve und manche Einsichten in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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2.5.2 Negation und das Reziprozititsgesetz

(_]:) — (—1)* (7" + Z - 1> (re @, kex) (11)

Wir haben (—z) = (—z)(-x —1)...(—z —k+ 1) = (-D*z(x +1)...(z + k — 1), also die
allgemeine Polynomgleichung

(—a)k = (~1)kaF. (12)

Division durch k! ergibt hieraus sofort (11). Die Formel (12) heifit das Reziprozititsgesetz zwi-
schen den fallenden und steigenden Faktoriellen.

Wir kénnen aus (11) sofort eine weitere erstaunliche Eigenschaft des Pascal’schen Dreieckes
ableiten. Betrachten wir die alternierenden Summen einer Zeile, z. B. der 7-ten Zeile. Wir erhalten
1,1-7=—-6,1—-7+21 = 15 und so weiter —20,15,—6,1,0, also genau die dariiberstehenden
Zahlen mit wechselnden Vorzeichen. Tatséchlich, mit (11) und (10) sehen wir

2 () -2 ()= () e ()

2.5.3 Binomialsatz

Durch Ausmultiplizieren des linken Produktes erhalten wir

(x+y)" = kzn:_o <Z)xky"‘k (n>0).

Insbesondere ergibt dies fiir y = 1:

n

EESVEEDY (Z)xk

k=0
Setzen wir hier z = 1, bzw. £ = —1, so resultieren die uns schon bekannten Formeln
n o__ = n _ = BT
" = ;O (k) bzw. 0 = kZO(_l) <k> (n>1) (13)

2.5.4 Vandermonde-Identitit

Als letztes wollen wir eine der wichtigsten Formeln iiberhaupt ableiten, die als VANDERMONDE?!-
Identitdt in der Literatur angesprochen wird.

)50 e

Wir beweisen die Gleichung fiir natiirliche Zahlen x = r,y = s. Der Rest folgt dann mit unserer
Polynommethode. Seien R und S disjunkte Mengen mit |R| = r, |S| = s. Links steht ("}*), also
die Anzahl aller n-Untermengen von R+ S. Wir klassifizieren nun diese Untermengen A nach ihrem
Durchschnitt [ANR| =k, k =0,...,n. Gilt |ANR| = k, so muss |[AN S| = n — k sein, d. h. es

gibt genau (})(,,°,) k-Untermengen mit [AN R| = k (Produktregel). Anwendung der Summenregel
liefert nun das Ergebnis.

21 Alexandre-Thophile Vandermonde (geboren 28. Februar 1735 in Paris, gestorben 1. Januar 1796 in Paris) war ein
franzosischer Musiker, Mathematiker und Chemiker.

Vandermondes Leidenschaft war das Violinenspielen. Das Interesse an mathematischen Problemen kam erst, als er
etwa 35 Jahre alt war. Vandermonde beschiftige sich unter anderem mit symmetrischen Funktionen, der Lsung von
zyklischen Polynomen, der Galoistheorie und den Springerziigen im Schachspiel.

Nach ihm benannt ist die Vandermonde-Matrix, eine speziellen Form einer Matrix.
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K 01 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 0 1
2 01 1
3 01 3 1
4 01 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 9 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1

Tabelle 6: Stirling-Zahlen S, ,, zweiter Art

2.5.5 Rekursionsgleichungen der Stirling-Zahlen

Betrachten wir zunéchst die Stirling-Zahlen zweiter Art Sy, i, also k-Mengenpartitionen einer n-
Menge. Ahnlich wie fiir Binomialzahlen haben wir jedenfalls S, , = 0 fiir n < k, da eine n-Menge
héchstens eine n-Partition gestattet. Wir setzen zusétzlich Sy o = 1 und Sp, =0fiir k >0, S, 0 =0
fir n > 0.

Lemma 2.30 Die Stirling-Zahlen S, , (n,k > 0) zweiter Art geniigen der folgenden Rekursion:
Sn,k = Sn—l,k—l + kSn—l,k (15)

Beweis: Zum Beweis verwenden wir natiirlich die Summenregel. Sei N eine n-Menge. Wir klas-
sifizieren die k-Partitionen nach einem festen Element a € N. Bildet {a} fiir sich einen Block, so
bilden die restlichen Bldcke eine (k—1)-Partition von N\ {a}. Dies ergibt den Summanden S,,—1 x—_1.
Andernfalls entfernen wir a. N\ {a} ist in diesem Fall in k Blocke zerlegt, und wir konnen « in jeden
dieser k Blocke einfiigen, also erhalten wir kS, _1 , Partitionen im zweiten Fall. [ ]

Aus der Rekursion (15) ergibt sich das Stirling-Dreieck zweiter Art (vgl. Tabelle 6).

Einige spezielle Werte fallen sofort auf:

— n
Sn,l =1, Sn,Q =" — L, Sﬂ,"—l = (2>’ Sn,n =L

Spn—1 = (g) ist klar, da eine (n — 1)-Partition aus einem Paar und n — 2 einzelnen Elementen
besteht. Zerlegen wir N in zwei disjunkte Blocke, so sind diese beiden Mengen A, N\ A komplementér

zueinander und A # 0, N. Also gilt S, 2 = 2712—_2 =2n-1 1.

Wir wenden uns nun den Stirlingzahlen s, ; erster Art zu und erinnern, dass diese die Anzahl
der Permutationen eine n-Menge beschreiben, die in k Zyklen zerfallen. Wie {iblich setzen wir sg ¢ =
1, s0k =0 (k>0), sp,0=0 (n>0). Die Rekursion lautet in diesem Fall:

Lemma 2.31 Die Stirling-Zahlen s, i, n,k > 0 erster Art geniigen der folgenden Rekursion:
Snk = Sn—1k—1 + (0 = 1)sn_1 (16)

Beweis: Wie gewohnt Kklassifizieren wir die Permutationen von N mit k Zyklen nach einem
Element a € N. Es gibt s,,_1 51 solcher Permutationen, die a als 1-Zyklus enthalten. Ansonsten
zerfillt N\ {a} in k Zyklen und wir konnen a vor jedes der n — 1 Elemente aus N \ {a} in einem
Zyklus eintragen. [

Die kleinen Werte des Stirling-Dreiecks erster Art werden in Tabelle 7 aufgelistet. Einige Werte
kennen wir schon:

Sn,1 = (n - 1)'7 Spn—1 = (Z)a Sn,n = 1.
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b 0 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 8 15 1
7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

Tabelle 7: Stirling-Zahlen s,, j, erster Art

Zur Berechnung von s, 2 verwenden wir (16). Division durch (n-1)! ergibt

Sn,2 o (Tl* 2)' (Tl* ].)Sn_LQ o Sp—1,2 1
-0 -0l -0l (-2 n-1

also durch die Iteration

1 n 1
n—1 n-—2

Sp2 = (n—l)'( —|—+1) = (’I’L—l)!Hn_l,

wobei H,,_; die uns schon bekannte (n — 1)-te harmonische Zahl bezeichnet.
Warum heiflen s, ; und S, Stirling-Zahlen erster und zweiter Art? Hier ist der Grund. Wir
haben bereits gezeigt, dass 7 = > S, xr% fiir alle r € N gezeigt. Mit unserer bewiihrten Polynom-

k=0
methode kénnen wir somit auf die Polynomgleichung

2= Sppat (17)
k=0
schlieBen. Driicken wir umgekehrt die fallenden Faktoriellen 22 durch die Potenzen z* aus, so be-
haupten wir
" =Y (=1)""Fs, 2t (18)

k=0

Fiir n = 0 ist dies offensichtlich richtig. Induktion liefert nun mit Hilfe von (16)

= " Lr—n41)
n—1

= Z(—l)”fl*ksn_lyk a(x—n+1)

n—1

— Z(_1>7L—1—k8n71’k xk—H + Z n— 1(_1>n—k(n _ 1)‘9”71’]{: .’L‘k
k=0 k=0

= Z(—l)nfk(an,kﬂ +(n—1)sp-1,) 2"
k=0

= Z(fl)"fksn,k zF

k=0
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Dies ist der Grund fiir die Bezeichnung erster und zweiter Art. Die Polynomfolgen (z™) und (z2)
konnen eindeutig wechselweise als Linearkombination dargestellt werden, und die Verbindungsko-
effizienten von z” ausgedriickt durch 2* bzw. ™ ausgedriickt durch z% sind (bis auf das Vorzei-
chen) genau die Stirling Zahlen erster bzw. zweiter Art. Spéiter werden wir diesen Gedanken bei
der Ableitung von allgemeinen Inversionsformeln aufgreifen. Ubrigens werden in der Literatur die
Stirling-Zahlen erster Art auch durch (—1)"~*s,, , bezeichnet, also mit wechselndem Vorzeichen.

2.6 Existenzaussagen

Bei den allermeisten Problemen werden wir die genaue Anzahl von vorgegebenen Objekten nicht be-
stimmen koénnen. Wir miissen uns dann mit Abschétzungen und Aussagen iiber die Grélenordnung
zufriedengeben - mehr dariiber in Kapitel 5 in [1]. Einen ganz anderen Charakter erhélt das Pro-
blem, wenn wir uns die Frage stellen, ob iiberhaupt ein Objekt mit den angegebenen Bedingungen
existiert. Eine Antwort erhalten wir, wenn es uns gelingt, ein solches Objekt direkt zu konstruieren,
oder umgekehrt die Nichtexistenz zu beweisen. Wir konzentrieren uns hier auf den Existenzaspekt.
Alle moglichen Objekte durchzuprobieren, um zu sehen, ob eines den Bedingugen geniigt, wird meist
aufwendig sein. Gesucht ist also eine Aussage, die es uns erlaubt, die Existenz zu behaupten, ohne
alle Objekte durchzugehen, ja ohne das gesuchte Objekt iiberhaupt zu kennen.

Ein Beispiel moge das erlautern. Es seien aq,as,...,a, ganze Zahlen, die nicht verschieden zu
sein brauchen. Existiert dann eine Teilmenge der Zahlen, deren Summe ein Vielfaches von n ist?
Da es 2™ Teilsummen gibt, ist Durchprobieren fiir groles n unmoglich. Kénnen wir trotzdem die
Existenz einer solchen Summe behaupten? Fiir kleine Zahlen n = 2,3,4 oder 5 kann man ohne
weiteres nachpriifen, dass so eine Teilmenge stets existiert. Aber stimmt dies auch fiir beliebiges n?

2.6.1 Schubfachprinzip

Die einfachste, aber zugleich sehr anwendungsreiche Methode ist das Schubfachprinzip (im Engli-
schen pigeonhole principle, also Taubenschlagprinzip, genannt).

(1) Verteilt man n Elemente auf r Ficher, n > r, so existiert ein Fach, das mindestens zwei
Elemente erhélt.

Vollig klar, da ist nichts zu beweisen. In der Sprache der Abbildungen lautet das Prinzip: Sind N
und R zwei Mengen mit |[N| = n > r = |R| und f eine Abbildung von N nach R, so existiert ein
a € R mit |f~!(a)| > 2. Wir koénnen (1) sofort verschéirfen:

(2) Sei f: N — Rmit [N|=n>r=|R]|, so existiert ein a € R mit |f~!(a)| > [2] + 1.

- T
Wiire némlich |f~*(a)| < 2| + 1 fiir alle @ € R, so hétten wir

=Yl s |2 <

a€R

was nicht geht.

Mit dem Schubfachprinzip kénnen wir miihelos unser Zahlenproblem losen. Wir zeigen sogar
mehr:

Lemma 2.32 Es set n eine natirliche Zahl und aq, ..., ak, Gjt1, Gry2, - - - a; eine Folge von Zahlen.
Dann gibt es unter den Summen
1
>

i=k+1

stets eine solche, bei der der Summenwert ein Vielfaches von n ist.
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Beweis: Wir setzen N = {0,a1,a1 + a2,a1 + a2 + as,...,a1 +az + ...+ a,}. Teilen wir eine
beliebige ganze Zahl m durch n, so erhalten wir als Rest 0,1,... oder n — 1. Wir schreiben R =
{0,1,2,...,n— 1} und erkliren f : N — R, indem wir f(m) gleich dem Rest bei Division durch n
setzen. Da |[N| = n+1 > n = | R| ist, folgt aus (1), dass es zwei Summen a1 +. . .4ag, a1+ . .+a;, k > 1,
gibt, die denselben Rest bei Division durch n ergeben (wobei eine der beiden Summen die leere
Summe sein kénnte, die wir mit 0 bezeichnet haben). Also hat

l

l k
E a; = E Q; — E a;
i=1 i=1

i=k+1
den Rest 0, und ist somit ein Vielfaches von n. =

Wir bemerken noch, dass die Anzahl n der Summanden kleinstméglich ist, da wir nur a; = ag =
. = a,—1 = 1 zu setzen brauchen.

Eine weitere schone Anwendung des Schubfachprinzips ist folgendes Beispiel:

Beispiel 2.33 Sei ay,...,a,2,1 eine Folge von n? + 1 verschiedenen reellen Zahlen. Dann gibt es
entweder eine monoton steigende Unterfolge ay, < ap, < ... < ag,,, mit ky < ks <...<kypq1 von
n+1 Zahlen oder eine monton fallende Unterfolge a;, > aj, > ... > ay, ., vonn+1 Zahlen.

Hier bedarf es schon einigen Geschicks, das Schubfachprinzip anzuwenden.

Beweis: Zu a; assoziieren wir die Zahl ¢;, welche die Lange einer ldngsten monoton steigenden
Unterfolge mit Anfangsglied a; angibt; ¢; ist also eine Zahl zwischen 1 und n? +1. Gilt ¢; > n+1 fiir
ein 7, so haben wir eine gesuchte ansteigende Folge gefunden. Nehmen wir also an, ¢; < n fiir alle 4.

Die Abbildung f : a; — t; zeigt uns laut (2), dass es ein s € {1,...,n} gibt, so dass M—fJ +1l=n+1

Zahlen a,,ay,,...,a1,,.,, (Ih <lz < ... <ly41) alle die maximale Lénge s mit Anfangsglied a,
haben. Betrachten wir zwei aufeinanderfolgende Glieder ay;, a;,,, dieser Teilfolge. Wire a;, < ay,.,,
so giibe es eine ansteigende Unterfolge a;,,, < ... der Linge s und damit eine der Lénge s + 1 mit
Anfangsglied a;,, im Widerspruch zu f(a;,) = s. Die q, erfiillen also a;, > a;, > ... > ay,,,, und
wir haben unsere gewiinschte absteigende Folge erhalten. Der Leser kann sich miihelos {iberlegen,
dass die Aussage fiir n? Zahlen nicht mehr richtig ist, n? 4+ 1 also wieder bestméglich ist. [

2.6.2 Der Satz von Ramsey

Eine weitreichende Verallgemeinerung des Schubfachprinzips wurde von dem Logiker FRANK PLUMP-
TON RAMSEY?2:23 gefunden und im gleichen Jahr publiziert. Sehen wir uns nochmals das Schubfach-
prinzip an. Es ist vorteilhaft, die » Facher als Farben zu interpretieren. Eine Abbildung f: N — R

221903-1930

23 aus Wikipedia, der freien Enzyklop#die. Frank Plumpton Ramsey (geboren 22. Februar 1903 in Cambridge;
gestorben: 19. Januar 1930) war ein britischer Mathematiker und Logiker.

Ramsey wurde in Cambridge geboren, wo sein Vater Prisident des Magdalene College war. Er besuchte das College
in Winchester bevor er nach Cambridge zuriickkehrte um Mathematik am Trinity College zu studieren. Er erhielt den
Grad ‘Senior Wrangler’, den héchsten Abschluss, der im Fach Mathematik zu erreichen war.

Ramseys iiberragende Intelligenz beeindruckte viele Akademiker in Cambridge. Er war auf verschiedenen Gebieten
belesen und interessierte sich fiir fast alles. Politisch war er links-orientiert und wie seine Ehefrau ein ‘militanter
Atheist’. In einem Gesprich mit Charles Kay Ogden duflerte er seinen Wunsch Deutsch zu lernen. Ogden gab ihm ein
Worterbuch, dazu eine deutsche Grammatik und eine schwer verstidndliche philosophische Abhandlung und sagte zu
ihm: ‘Benutze die Grammatik und das Wérterbuch; komm wieder und sag uns was du dariiber denkst.” Ungefidhr eine
Woche spéter hatte er nicht nur deutsch gelernt, sondern hatte Einwendungen gegen die Theorien der Abhandlung
vorzubringen. Er benutzte seine neuerworbene Fihigkeit um Ludwig Wittgenstein’s Tractatus Logico-Philosophicus
zu lesen, welches jener 1918 fertigstellte.

Die Lektiire beeindruckte IThn tief. Er iibersetzte daraufthin einen groflen Teil davon ins Englische und verdffentlichte
eine erste Rezension in der philosophischen Zeitschrift Mind. 1923 reiste er fiir kurze Zeit nach osterreich und disku-
tierte in dieser Zeit mit Wittgenstein, der in Puchberg zu der Zeit als Lehrer tatig war. 1924 schloss sich ein weiterer
Besuch in 6sterreich an fiir eine Psychoanalyse bei Theodor Reik in Wien und weiteren Besuchen bei Wittgenstein.
Einige Philosophen sehen in Ramsey ein grofleres Genie als Wittgenstein. Tatsédchlich war er ein scharfer Kritiker
Wittgensteins, hatte aber keinen so groflen Einflul auf ihn als z.B. Piero Sraffa.

Offenbar hin und hergerissen zwischen vergangenen und gegenwirtigen Ereignissen der Politik und unter dem
Eindruck eines Genies wie Wittgenstein, schreibt er in dieser Zeit an seine Mutter: ‘We really live in a great time for
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ist also eine Férbung von N, und das Prinzip besagt: Wenn mehr Elemente als Farben vorliegen, so
missen bei jeder Farbung mindestens zwei Elemente dieselbe Farbe erhalten.

Wir kénnen dies noch genauer spezifizieren.

Es seien natiirliche Zahlen 1y, ..., gegeben, und eine n—Menge N mitn > 1y + ...+
l, —r+1. Dann muss es bei jeder Farbung von N eine Farbe i geben, so dass l; Elemente
mit der Farbe i gefdrbt sind.

Wir nennen dies die Ramsey-Figenschaft fiir (I1,...,1.). Der urspriingliche Fall (1) bezieht sich auf
Lh=...=l =2

Hat eine n-Menge die Ramsey-Eigenschaft, so natiirlich auch jede gréflere Menge. Es interessiert
uns daher das kleinste solche n und dies ist offenbar genau i1 +---+ 1. —r + 1, da fiir

m:i(li—l)zili—’/‘
i=1 i=1

ja die Farbung vorliegen konnte, in der fiir jedes i genau I; — 1 Elemente mit i gefiarbt sind. Der
Satz von Ramsey besagt nun, dass ein analoges Ergebnis fiir Farbungen von h-Mengen gilt (h =1
ist das Schubfachprinzip). Wir wollen dies nur fiir h = 2, also Paare, zeigen und fiir zwei Farben.
Der allgemeine Fall?* folgt dann leicht.

Satz 2.34 (Ramsey, n = 2) Es seien k und | natiirliche Zahlen > 2. Dann gibt es eine kleinste
Zahl R(k,1), genannt die Ramsey-Zahl, so dass folgendes gilt: Ist N eine n-Menge mit n > R(k,1)
und farben wir alle Paare aus N beliebig mit rot oder blau, dann gibt es entweder ein k-Menge in
N, deren Paare alle rot gefdrbt sind oder eine l-Menge, deren Paare alle blau gefirbt sind.

Offenbar gilt R(k,2) = k, da in einer k-Menge entweder alle Paare rot gefirbt sind oder ein Paar
blau gefiirbt ist (I = 2). Analog haben wir R(2,1) = [. Nun verwenden wir Induktion nach k+1. Wir
nehmen an, dass R(k — 1,1) und R(k,l — 1) existieren und zeigen

R(k,1) < R(k —1,1) + R(k,1 — 1)

Es sei also die Menge N mit N =n = R(k—1,1) + R(k,l — 1) gegeben, deren Paare beliebig mit
rot und blau gefirbt sind. Sind a € N, dann zerfillt N\ ¢ in RU B, wobei « € R ist, falls {a, 2} rot
geférbt ist bzw. y € B, falls {a, y} blau geférbt ist. Da

IR|+|B|=R(k—1,1)+ R(k,1 — 1) — 1

ist, so muss entweder |R| > R(k — 1,1) sein oder |B| > R(k,l — 1). Nehmen wir den ersten Fall an
(der zweite geht analog). Nach Induktion gibt es in R entweder k£ — 1 Elemente, deren Paare rot
gefiarbt sind, dann haben wir zusammen mit a unsere gesuchte k-Menge. Oder es gibt eine [-Menge,
deren Paare alle blau gefarbt sind, und wir sind wieder fertig.

thinking, with Einstein Freud and Wittgenstein all alive, and all in Germany or Austria, those foes of civilisation!’

Zuriick in England wird er im jugendlichen Alter von 21 Jahren als Fellow ans King’s College berufen und war
College’s Director of Studies in Mathematics.

Die beiden Existenzsitze, die von Ramsey in seiner Arbeit On a problem of formal logic aufgestellt wurden,
wirkten als Initialziindung fiir weitere Arbeiten auf dem Gebiet der Graphentheorie und der Kombinatorik und sind
als Ramsey-Theorem bekannt. Den in der Kombinatorik daraus entstandener Korpus nennt man Ramsey-Theorie.

Ramsey, befreundet mit John Maynard Keynes, veroffentlichte auch die zwei wichtigen 6konomischen Arbeiten A
contribution to the theory of taxation und A mathematical theory of saving. Er stellte 1928 die Ramsey-Regel auf,
mit der er das phelpsche Theorem erweiterte.

Am 19. Januar 1930 starb Frank Plumpton Ramsey mit 26 Jahren an den Folgen einer Operation.

24zitiert aus [11]: Let » > 1and ¢; > 7, i = 1,2,..., s be given. There exists a minimal positive integer N(qu,...¢s;7)
with the following property. Let S be a set set with n elements. Suppose that all (2) r-subsets of S are divided into
s mutually exclusive families T4, ...Ts (‘colors’. Then if n > N(qi,...,qs;7) there is an ¢ with 1 < ¢ < s, and some
gi-subset of S for which every r-subset is in Tj.
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Aus der ‘Pascal’-Rekursion R(k,l) < R(k — 1,1) + R(k,l — 1) und den Anfangsbedingungen

erkennen wir sofort
kE+1-2
k1) < .
ren < (007
Zum Beispiel erhalten wir fiir den ersten interessanten Fall R(3,3) < (3) = 6; man kann sich
iiberlegen, dass R(3,3) nicht 5 sein kann; dazu firbe man Paare, deren Elemente modulo 2 gleich
sind ’blau’, ansonsten 'rot’. Dann kann es keine 3-Menge geben, die die Ramsey-Eigenschaft erfiillt.

Mit der folgenden Interpretation wird der Satz von Ramsey in vielen Biichern iiber mathemati-
sche Puzzles erwahnt.

Beispiel 2.35 N ist eine Menge von Personen, ein rotes Paar bedeutet, dass sich die beiden kennen,
und ein blaues, dass sie sich nicht kennen. Die Ramsey-Zahl R(3,3) = 6 besagt somit: In jeder
Gruppe von 6 Personen gibt es immer drei, die untereinander bekannt sind, oder drei, die sich
gegenseitig nicht kennen.

Eine ganz andere auflerordentlich niitzliche Methode ist wahrscheinlichkeitstheoretischer Natur.
Wir definieren auf unseren Objekten einen Wahrscheinlichkeitsraum und zeigen, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir ein Objekt, die gegebenen Bedingungen zu erfiillen, grofler als 0 ist. Dann muss es
ein solches Objekt geben.

Als Illustration betrachten wir folgendes Farbungsproblem, das auf den berithmten ungarischen
Mathematiker PAUL ERDOs?%:26 zuriickgeht. Es sei F eine Familie von d-Mengen, d > 2, aus einer
Grundmenge X. Wir sagen, dass F' 2-firbbar ist, falls es eine Farbung der Elemente von X mit zwei
Farben gibt, so dass in jeder Menge A € F' beide Farben auftreten.

Es ist klar, dass man nicht jede Familie F' so farben kann. Ist zum Beispiel F' die Familie aller
d-Untermengen einer (2d — 1)-Menge, so muss es (nach dem Schubfachprinzip) eine gleichgefirbte
d-Menge geben. Andererseits ist aber auch klar, dass jede Teilfamilie einer 2-farbbaren Familie selber
2-farbbar ist. Wir interessieren uns also fiir die kleinste Zahl m = m(d), fiir die es eine Familie F'
mit |F| = m gibt, welche nicht 2-firbbar ist. Das obige Beispiel zeigt also m/(d) < (zdgl). Wie ist es
mit einer unteren Schranke fiir m(d)?

(4) Wir haben m(d) > 297!, das heifit: Jede Familie mit hochstens 2¢-! d-Mengen ist 2-firbbar.

251913 - 1996

26Babai, Laszlé; Pomerance, Carl; Vértesi, Péter. The mathematics of Paul Erdss. (English) [J] Notices Am. Math.
Soc. 45, No.1, 19-31 (1998). [ISSN 0002-9920; ISSN 1088-9477] This memorial triptych surveys Paul Erdés’s contribu-
tion to and influence of mathematics. It consists of ‘Paul Erdés, Number Theorist Extraordinaire’ by Carl Pomerance,
‘Finite and Transfinite Combinatorics’by Lészlé Babai, and “Approximation Theory” by Péter Vértesi. Carl Pomeran-
ce surveys Paul Erdos’s contribution to number theory, which numbers over 600 articles. He details Erdos’s theorems,
conjectures, and Erdos’s influence on the mathematical work of Pomerance. Laszlé Babai discusses at length Paul
Erdos’s work in set theory, combinatorics (including graph theory), combinatorial geometry, combinatorial number
theory and probability theory, which number over 800 articles. Péter Vértesi briefly reviews Paul Erdos’s contribution
to approximation theory and polynomials.

This is a fine survey. It shows a great breadth of Paul Erdos’s mathematical interests and the enormity of his
contributions and influence. The survey implicitly shows the classic quality of the problems posed by Erdds: simplicity
of their formulations combined with their depth and often level of difficulty that has to be overcome in their solutions.
In the case of combinatorics, Babai’s is explicit about it: “If combinatorics is the art of finding patterns under virtually
no assumption, Erdos was the master of this art.” The survey lists a number of Paul Erdés’s conjectures, whose proof
will occupy mathematicians for decades if not centuries to come. Here is a $3,000 conjecture, which for a long time
was Paul Erdos’ favorite: Let S be a subset of positive integers such that the sum of the reciprocals of the numbers
from S is infinite; then S contains arbitrarily long arithmetic progressions.

Each part of the triptych offers its own bibliography. The reviewer would like to add that a number of books
dedicated to Paul Erdos’s open problems has or soon will come out: Erdds on graphs: His legacy of unsolved problems
by F. Chung and R. Graham. Wellesley, MA : AK Peters (1998; Zbl 0890.05049); Old and new problems and results
in combinatorial number theory by P. Erdds, R. L. Graham, M. B. Nathanson and X. Jia (a new, expanded edition
of the rare 1980 book, Berlin, Springer (1998); Problems of pgom Erdds by P. Erdds and A. Soifer (to be published
by Center for Excellence in Mathematical Education, Colorado Springs in 2001). [ A.Soifer (Colorado Springs) ]
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Sei F mit |F| < 2971 gegeben. Wir firben X zufillig mit 2 Farben, wobei alle Firbungen gleich
wahrscheinlich sind. Fiir A € F sei E4 das Ereignis, dass die Elemente von A alle dieselbe Farbe
erhalten. Da es genau zwei solche Farbungen auf A gibt, erhalten wir

2 1

p(Ea) = 9d ~ g9d-1°

Also gilt mit |F| < 297! (wobei die Ereignisse nicht disjunkt sind)
1
p(U EA) < Zp(EA):de—A <1
AeF AeF

|J E4 ist nun das Ereignis, dass irgendeine Menge aus F einfarbig ist, und wir schlieflen wegen

AEF
» ( U EA> <1,
A€eF

dass es eine 2-Farbung von S ohne einfarbige Mengen geben muss - und genau das wollten wir
zeigen.

Eine obere Schranke fiir m(d) von der Grofenordnung d?2¢ ist ebenfalls bekannt, wobei diesmal
zufillige Mengen und eine feste Farbung verwendet werden. An exakten Werten kenn man nur die
ersten beiden: m(2) =3 und m(3) = 7.
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3 Summation

Als Ausgangstext hat auch fiir dieses Kapitel auf weite Strecken der vorziigliche und kompakte Text aus
[1] gedient, den wir allerdings mit Kommentaren nachbearbeitet haben. In der Vorlesung wurde er nur in
Teilen thematisiert.

Viele Abzéhlprobleme reduzieren sich auf die Auswertung von Summen, und umgekehrt las-
sen sich Zahlkoeffizienten oft als eine Summe darstellen. Einige der Standardmethoden, wie man
Summen berechnet wollen wir nun kennenlernen.

3.1 Direkte Methoden

Wir schreiben eine Summe iiblicherweise in der Form

n
gak oder E ar.
k=0

0<k<n

Der Laufindex wird meist mit k bezeichnet. Wollen wir die geraden Zahlen zwischen 0 und 100
aufsummieren, so kénnten wir Z,lg)o k gerade k schreiben oder 220:1 2k. Bequemer ist die folgende

Wahr-Falsch-Notation:
100

Z k [k = gerade].
k=0
Der Klammerausdruck bedeutet
1 falls k£ die Eigenschaft E erfiillt

[k hat Eigenschaft E] :{ 0 falls nicht.

Eine der elementarsten (und niitzlichsten) Techniken ist die Indextransformation. Sei ¢ > 0, dann
ist

n n—+1i n—i
g ap = E Qf— = g Afti-
k=m k=m-+1 k=m—1

Also: Erniedrigung im Laufindex um ¢ entspricht Erhéhung der Summationsgrenzen um 4, und
umgekehrt. Als weiteres Beispiel erhalten wir durch die Transformation & — n — k bzw. k — m+ k

n—m n—m

n
E ag = § Ap—k = E Atk -
k=m k=0 k=0

Betrachten wir z.B. die arithmetische Summe

S:O~a+1'a+...+n'a:zka.
k=0

Durch die Transformation k¥ — n — k sehen wir S = >,_,(n — k)a, und daher
28 = Zka—i—Z(n—k)a
k=0 k=0
= Z na
k=0

n
= nZa =n(n+ 1)a,
k=0
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dh. § ="t

Angenommen, wir haben ein quadratisches Schema von reellen Zahlen a;a; gegeben (i,j =
1, e n). Summieren wir alle Zahlen auf, so erhalten wir S =3, _, ., a;a; = >, ai)(zyzl a;) =
(>"r_, ax)?. Unsere Aufgabe lautet nun, alle Produkte a;a; unterhalb (und einschlielich) der Haupt-
diagonale zu summieren, also S = >, <j<i<n GiGj ZU lfstimmen. Zunéchst sehen wir, dass die Sum-
me oberhalb (und einschliefilich) der Hauptdiagonale S =37, .o, aiaj = 30, <, aja; = S ist.
Aus S=S+S-3"  a?=25—>"}_, a? berechnen wir nun sofort

=5 (O a? + Y ad)
k=1 k=1

Welche direkte Methode wird man zur Berechnung von Summen zuerst ausprobieren? Zuallererst
sicherlich Induktion. Ein einfaches Beispiel ist die Summation der ersten n ungeraden Zahlen S,, =
> r_;(2k — 1). Man beginnt mit einer Tafel kleiner Werte:

3 4 5 6
9 16 25 36

Das sollte geniigen, um die Antwort S,, = n? zu vermuten. Fiir n = 1 haben wir S§; = 12 = 1.

Aus der Annahme S,, = n? folgt nun S,41 = S, + (2n+1) = n? +2n+1 = (n+ 1)?, und die
Richtigkeit der Aussage folgt mit Induktion.

Der Nachteil der Induktionsmethode ist klar. Wir miissen die richtige Antwort “raten®. Auflerdem
ist der Schluss von n auf n + 1 des 6fteren gar nicht einfach. Bei dieser zweiten Schwierigkeit kann
man sich manchmal mit einer raffinierteren Variante der Induktion behelfen.

Betrachten wir die geometrisch-arithmetische Ungleichung: Seien aq, ..., a, reelle Zahlen > 0,
dann gilt fir alle n > 1:

(Pn) mJaias.an < Gt tan oder
n
G1Ogly < (M)n.
n

Fiir n = 1 ist dies klar, fiir n = 2 haben wir

a1 + as

aras < ( )2 & daras < a% + 2a1as + ag —0< a% — 2a1a0 + ag = (a1 — a2)27

also ist auch (P2) richtig. Der Schluss von n auf n + 1 bereitet jedoch einige Miithe. Wir gehen statt
dessen in zwei Schritten vor:

(a) (Pn) = (P(n—1))
(b) (Pn) A (P2) = P(2n).

Die Kombination dieser beiden Schritte liefert ebenfalls die volle Aussage. Zum Beweis von (a)

setzen wir b= """ -2 und erhalten

n—1 n—1 n—1 n n—1 a n n nel u n
k=1

k=1
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also

Zu (b) haben wir

k=n-+1
(Pn) n ax 2n an
< Oy =)
n n
k=1 k=n+1
o 2n
ar
(P2) — "
< k=1
- 2
om 2n
> ak
_ k=1
2n ’
und wir sind fertig.

Eine weitere niitzliche Methode besteht darin, den ersten und letzten Term einer Summe zu
isolieren. Sei S,, = ZZ:O ay, dann gilt mit der Indextransformation

n+1

n
Spi1 =Sp+anp1 =ao+ »_ar=ao+ Y ari1.
k=1

k=0

Die Idee ist, die letzte Summe zu S, in Beziehung zu setzen. Zwei Beispiele mégen dies erldutern.
der Terme ergibt

Zunéchst betrachten wir die geometrische Summe S, = 1+a+a*+...+a™ = > _, a®. Tsolieren

k=0

Spi1 =S +a" =14 " =1+4a) d*=1+aS,,
k=0
und wir erhalten S, + "' = 1+ aS,,, d.h. S, =

an+171

1 fiir a # 1. Fiir a = 1 ist das Ergebnis
natiirlich S,, = n + 1. Als néchstes sei S,, = ZZ:O k2% zu berechnen. Unsere Methode ergibt

n
Sn—i—l

S+ (n+1)27T = " (k+1)28H

n n
=2 Z k2F + 2 Z ok
k=0 k=0 k=0
28, + 272 — 2,
und daraus

Sy =

(n—1)2" 42

Sobald eine Formel bewiesen ist, sollte man sie zur Sicherheit fiir kleine Werte verifizieren: Fiir
n = 4 erhalten wir Sy = 2142-2243-234+4.2% = 248424464 = 98 und rechts 3-2°+2 = 96+2 = 98.
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Wir wollen uns noch kurz dem zweiten Aspekt der Einleitung zuwenden: Darstellung einer Z#hl-
funktion durch eine Summenformel. Die einfachste Form ist die folgende: Angenommen, die gesuch-
ten Koeffizienten T, (n > 0) sind als Rekursion gegeben:

TO = «
an Iy, = b,Th_1+cn (n>1).

Wir kénnen darin 7,1 durch T,,_5 ausdriicken, T;,_o durch 7, 3 usw., bis wir bei T angelangt
sind. Das Ergebnis wird ein Ausdruck in ag, by, ¢ und « sein. Der folgende Ansatz erleichtert die
Rechnung erheblich. Wir multiplizieren beide Seiten der Rekursion mit einem Summationsfaktor s,
der

Sn—10n—1 = Spbn (19)
erfullt. Mit S,, = s,a, T, erhalten wir daraus

Sn - sn(bnTn—l + Cn) = Sn—l + SnCp

also
Sn = skcx + s0a0Th
k=1
und somit
1 n
T, = o (; skck + soagTp). (20)

Wie finden wir nun die Summationsfaktoren s,,? Durch Iteration der definierenden Gleichung (19)
erhalten wir
Ap—1Sn—1 Gp—10p—25n—2 Gp—10p—2..-40

= - — = nlno2elo 0 g 21
y b, byby 1 bbby 0 (21)

oder irgendein Vielfaches. Allerdings miissen wir darauf achten, dass alle a;, b; 7# 0 sind.

3.1.1 Derangements

Als Beispiel wollen wir die Anzahl D,, der fixpunktfreien Permutationen, der sogenannten Deran-
gements, berechnen. Wir haben D; = 0, Dy = 1 und setzen Dy = 1. Sei n > 3. Wir klassifizieren
die fixpunktfreien Permutationen 7 nach dem Bild 7(1) von 1. Offfensichtlich kann m(1) eine der
Zahlen 2,3,...,n sein. Sei m(i) = 1. Nun unterscheiden wir zwei Fille: 7(i) = 1 oder 7 (i) # 1. Im
ersten Fall haben wir m = (i..l.'i:.i.'{r'?n)% das heiflt die Zahlen k # 1,4 konnen auf alle Arten fixpunkt-
frei abgebildet werden, und wir erhalten demnach D,,_, Permutationen. Im zweiten Fall haben wir

= < 1 o N e n ) . Ersetzen wir nun in der ersten Zeile ¢ durch 1 und entfernen
i ... w(@)#1 ... 7w(n)
die erste Stelle, so erhalten wir eine fixpunktfreie Permutation auf {1,...,n}\ {¢}, und umgekehrt
ergibt jede solche Permutation durch Wiederersetzung 1 — ¢ eine Permutation von {1,...,n} mit
(i) # 1. Aus der Gleicheitsregel folgt, dass im zweiten Fall genau D,,_; Permutationen resultieren.
Da 7(1) die n — 1 Werte 2,...,n annehmen kann, ergibt die Summenregel die Rekursion
D, =(n—-1)(Dy—1+ Dy_5) (22)

und diese Rekursion gilt auch fiir n = 2, da wir Dy = 1 gesetzt haben. Um unsere Technik der
Summationsfaktoren anwenden zu kénnen, bendtigen wir aber eine Rekursion erster Ordnung. Aus
(22) ersehen wir

D, —nD,_; = _(Dn—l - (n - 1)Dn—2)
Dn72 - (n - 2)Dn73

= (=1)""(D1— Do) = (-1)",
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also
Dy =nDp_1 + (—1)" (n>1), (23)

und jetzt haben wir die gewiinschte Form. Mit a,, = 1,b, = n,¢, = (—1)" erhalten wir laut (21)
den Summationsfaktor s, = 4; und daraus mit (20)

no Nk no ok
Dn:n!(z( kll) —|—1):n!z( kl') ,
= k=0

k=1

oder

k
Aus der Analysis wissen wir, dass Y ,_, (_kl!) mit n — oo gegen e~ ! konvergiert. Daraus kénnen
wir das tiberraschende Ergebnis ableiten: Ziehen wir zufillig eine Permutation, so ist die Wahrschein-
lichkeit, eine fixpunktfreie Permutation zu erhalten, fiir groBe n, etwa e™! ~ %71 > % Amiisante

Interpretation: Werden durch einen Windstof3 die geordneten Manuskriptblitter eines Buches belie-
big aufgewirbelt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass nachher keiner mehr am richtigen Platz liegt,

groBer als % eine wahrhaft betriibliche Erkenntnis.

3.2 Differenzenrechnung

Die Summation Zzza g(k) konnen wir als diskretes Analogon des bestimmten Integrals f; g(z)dx
auffassen. Der Hauptsatz der Differential-Integralrechnung liefert uns bekanntlich folgende Methode
zur Auswertung des Integrals. Sei D der Differentialoperator. Es sei f eine Stammfunktion von g,
also ¢ = Df, dann gilt

/ g(x)dz = f(b) - f(a) (24)

Wir wollen untersuchen, ob wir auch im diskreten Fall einen solchen “Differentialoperator* finden
kénnen, der eine Berechnung der Summe wie in (19) erlaubt.

In der Analysis wird D f(z) durch die Quotienten w angendhert. Im diskreten Fall steht
uns als beste Niherung h = 1 zur Verfiigung, also f(z + 1) — f(z).
Fiir eine Funktion f(x) erkliren wir den Translationsoperator E® mit Schrittweite a durch E® :
f(x) — f(z + a), wobei wir E = E! setzen und I = E°. [ ist die Identitit. Nun erkliren wir die
beiden fundamentalen Differenzenoperatoren: A = E — T und V=1 — E~!, also

A flz) — fla+1)—f(z)
Vi f@) — fl@)—flz-1).

A heifit der (Vorwdrts-)Differenzenoperator und V der (Riickwdrts-)Differenzenoperator.

Als Beispiel erhalten wir A(z3) = (z 4+ 1)3 — 23 = 322 + 3z + 1, d.h.A blidet das Polynom z*
auf das Polynom zweiten Grades 322 + 3z + 1 ab. Allgemein erniedrigt A den Grad einen Polynoms
um 1, da sich die héchsten Potenzen wegkiirzen.

Operatoren kénnen wir auf die iibliche Weise addieren, mit einem Skalarfaktor multiplizieren,
und wir haben auch ein Produkt, die Komposition:

(P+Q)f = Pf+Qf
(aP)f = a(Pf)
@QP)f = Q(Pf).
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Alle Rechenregeln gelten fiir die Operatoren wir fiir reelle Zahlen, mit Ausnahme der Existenz
eines mulitplikativen Inversen. Berechnen wir beispielsweise A™. Wegen A = E—T ist A™ = (E—1I)",
und nach dem Binomialsatz, angewandt auf (F — I)™ erhalten wir die wichtige Formel:

M) = (B =0 =S () ) (25)
k=0
- g(_nn-k (Z) fla+ k). (26)

k=0

Insbesondere gilt dies fiir x = 0

an0) = 31+ () 160 (27)
k=0

Wir kénnen also A"f(z) an der Stelle z = 0 (oder an irgendeiner anderen Stelle) berech-
nen, ohne das Polynom A" f(z) zu kennen. Betrachten wir als Beispiel A3(x?). Hier ergibt sich
A3(2Y) om0 = Zizo(—l)?’_k(i’) k* = —0+3-1-3-2%+ 3% = 36. Zuriick zu unserer eigentlichen
Aufgabe. Eine wichtige Regel des Differenzierens besagt Dx™ = nz™ ! fiir n € Z. Auch fiir die Dif-
ferenzenoperatoren A und V gibt es Folgen mit diesen Eigenschaften, die fallenden und steigenden
Faktoriellen 22 = z(x —1)....(x —n+1) bzw. 2™ = z(x +1)...(x +n — 1), die wir schon in Abschnitt

2.5 kennengelernt haben.

Wir haben (z + 1)% = (z + 1)22=L, 2 = 22=L(z — n + 1) und daher
Az = (z+1)2— 22 = (z + Da™=L — "Lz —n +1) = ne"=L, (28)

und analog

Vo =" —(z—1)"=2" (2 +n—1)— (z — 12" ' = na" ! (29)

Wir wollen (28) und (29) auf beliebiges n € Z erweitern. Wie sollen wir z bzw. z™ fiir n < 0
erkliren? Betrachten wir die Quotienten x/2"=1 so erhalten wir x — n + 1, also z.B. 22/2% =
x—2, 22/2t = 2 — 1, 21/2% = 2. Als nichsten Quotienten sollten wir 2%/2= = 1/2=t = 2 + 1
erhalten, also definieren wir x=1 = %—H’ und dann z=2 = m usw. Analog gehen wir fiir 2™

vor. In Zusammenfassung geben wir folgende Definition:

22 = z(z—-1)..(zr—n+1) n>0
P R S 0
EERymE=D
™ = z(xz+1)..(z+n-1) n>0
{m_" - R n>0 oy

Die Formeln (28) und (29) gelten nun fiir alle n € Z. Priifen wir dies fiir A nach:

— = = = 1 - 1
1
- (x+1)--~($+n+1)(x+1—I—n—1)

1
= e eraTD
= (—n)x

—n—1

In Zusammenfassung gilt also fiir alle n € Z:

Az = np=L (32)
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V" = na" L. (33)

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf den Operator A. Rufen wir uns nochmals die analytische
Methode in Erinnerung. Um fab g(z)dz zu berechnen, bestimmen wir die Stammfunktion f, d.h.

Df = g, und erhalten dann f: g(x)dz = f(b) — f(a).

Wir gehen nun genauso vor: f heifit eine (diskrete) Stammfunktion von g, falls Af = g gilt. Wir
schreiben dann f = > ¢ und nennen g eine unbestimmte Summe, also

Af=g<f=> g
Das folgende Resultat ist das genaue Gegenstiick zum Hauptsatz der Differentialrechnung;:

Satz 3.1 Es sei f eine Stammfunktion von g, dann gilt

b

> glk)=f(b+1) - f(a).

k=a
Beweis. Wegen Af = g gilt f(k+ 1) — f(k) = g(k) fiir alle k, und wir erhalten
b b
D gk) =D (f(k+1) = f(k) = f(b+1) = f(a).
k=a k=a

Vorsicht: Die Summationsgrenzen fiir f sind a und b+ 1! Um unsere Methode effektiv anwenden zu
konnen, bendtigen wir also eine Liste von Stammfunktionen. Ein Beispiel kennen wir schon:

mn+1

Zxﬂ:n_'_l fiir n # —1.

Was ist Y a=1? Aus 2= = 5 = f(z + 1) — f(x) folgt sofort f(z) = 14§+ ...+ %, dh
f(x) = H,, unsere wohlbekannte harmonische Zahl. In Zusammenfassung:
n+1

anz{ :’;}E n# -1 (34)

n=—1.

H, ist also das direkte Analogon zum Logarithmus, und die ist auch der Grund, warum die
harmonischen Zahlen in vielen Summationsformeln erscheinen. Was ist das Analogon zu e*? Gesucht
ist eine Funktion f(x) mit f(z) = Af(z) = f(xz + 1) — f(z). Daraus folgt f(x + 1) = 2f(z), d.h.
f(x) = 2*. Betrachten wir eine beliebige Exponentialfunktion ¢® (¢ # 1). Aus Ac® = ¢*T1 — ¢ =
(¢ — 1)c® schlieflen wir

ZCI:CC_wl (c#1). (35)

Wir bemerken noch, dass die Operatoren A und ) linear sind, das heifit es gilt stets A(af+08g) =
aAf+BAgund Y (af +Bg) =ad [+ B39

Nun ist es aber an der Zeit, unsere Ergebnisse anzuwenden. Wollen wir zum Beispiel >, _, k
berechnen, so benétigen wir eine Stammfunktion von z2. Die kennen wir nicht, aber wir haben
2?2 = 2(x — 1) + x = 22 + 21 und erhalten nunmehr

2

n n+1 n+1 n+1 3 2

2 _ 2 _ 2 1_ T m41 [ T n41
DK = =) ey at = T
k=0 0 0 0

n+1)2 M+ m+nn-1) (®m+1n
3 + 2 3 + 2
n(n+3)(n+1)
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Es ist klar, wie diese Methode auf beliebige Potenzsummen »_;'_, k™ angewandt werden kann.
Wir wissen aus Formel (17) in Abschnitt 2.5.5, dass 2™ = Y_}" | S, x2% ist. Daraus folgt fiir m > 1

n n+1 n+l1 m n+1
2" = 2 am =2 O Smust) ZSmefv*
k=0 0

- Erief i
k=0 + k=0 +
m
S.
= ™ (4 Dne(n — k4 1).
= k+1

Wir haben also die Potenzsumme auf lauter elementare Grofien zuriickgefiihrt, Stirlingzahlen
und fallende Faktorielle. Insbesondere sehen wir, dass Y_;_, k™ ein Polynom in n vom Grad m + 1
mit héchstem Koeffizienten ﬁ und konstantem Glied 0 ist (wegen S, 0 = 0 fiir m > 1).

Auch eine Regel fiir die partielle Summation gibt es. Aus
Au(z)o(r)) = ulz+v(r+1) —u(
( + Dz +1) —u(z)v(z +1)
Fu(@)o(z +1) — u(z)o(
= (Au(@))v(z +1) + u(z)(Av(z))
folgt

Z uAv = uv — Z(EU)AU,

also genau das Analogon zur Partiellen Integration, abgesehen von der zusétzlichen Translation E.

Unsere schon bekannte Summe Y ;'_ k2 kénnen wir nun wir folgt berechnen. Wir setzen u(z) =
z, Av(z) = 2% und erhalten wegen »_ 2% =2% Az =1

zn: K2k
k=0

n+1 n+1
szx — 9% |6L+1 _ 223:4—1 — (n + 1)2n+1 _9z+l |(7)z+1

(n41)2"tt —27t2 4 2 = (n — 1)2"T + 2.

Beispiel 3.2 Wir wollen die ersten n harmonischen Zahlen aufsummieren. Mit u(x) = Hy, Av(z) =
1 = 2% ergibt dies unter der Beachtung von (34)

n+1 n+1

Zn:Hk = Zfo H, |”+1—Z il(x+1) Hyx |77 —g 71!

et DHa — 1= (04 )41 = (0 ) (Hypr 1)

Natiirlich kénnen wir dieses Ergebnis auch mit unseren direkten Methoden aus den vorigen Kapi-
teln herleiten, aber mit wesentlich mehr Miihe. Die Differenzenrechnung lduft dagegen vollkommen
automatisch ab. Da dies fiir > Hy, so gut geklappt hat, noch ein etwas komplizierteres Beispiel:

Was ist Y7, ( JHy? Aus der binomialen Rekursion haben wir (%) = (¥) + (1), also

m—+1 m

A(m—i—l) = () oder 3 (2) = (m+1) Particlle Summation mit u(z) = H,, Av(z) = () ergibt:

m m

Lt (asgyge @ &1 [zt
Hy, = H, = H, |7 —
S () = ()= () ()

1

n+1
T\ o _ 1 T
m—+1 i m—+1 — \m




Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 42

— z H n+l 1 z n+1
m+1 i m+1\m+1) "

n+1 1

da sich die unteren Grenzen wegkiirzen.
Und noch einen Satz aus der Analysis kénnen wir iibertragen. Sei f(z) ein Polynom, f(z) =
(k)
> r—o arx®, dann wissen wir, dass fl'ir die Koeffizienten ay, gilt: ay = ! (0) _ bt f(o) , D*f die k-te

Ableitung von f. f(z) = Y.}, 0) x* heifit bekanntlich die Taylor- Entw1ck1ung von f (an der
Stelle 0). In der Differenzenrechnung entspricht A dem Differentialoperator D, z% entspricht ¥,
und es gilt tatséchlich fiir ein Polynom vom Grad n:

fla) = 3 A0 Z 2450 (). (36)

k=0

Die Form (36) heifit die Newton-Darstellung von f. Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass
[ eindeutig in der Gestalt f(z) = >_;_, brz® dagestellt werden kann. Hat f den Grad 0, so ist
dies offensichtlich richtig, f = ag = agz®. Ist nun a, der hochste Koeffizient von f, so hat das
Polynom g(z) = f(z) — apz™ Grad n — 1, und das Resultat folgt mit Induktion. Es bleibt also zu

zeigen, dass by, = % ist. Wir bemerken zunichst AFzt = i(i —1)...(i — k+ 1)x=E = ikgi=k Aus
f(z) =31 bzt folgt wegen der Linearitét von A somit AF f(z) = >0 byik

i® = 0 und fiir i > k ist 2= an der Stelle 0 gleich 0. Wir erhalten daher

AFf(0)
K

AF£(0) = bpkk = Elby, also by, =

Betrachten wir als Beispiel f(x) = z™. In diesem Fall wissen wir aus Formel (17) in Abschnitt
2.5.5, dass by, = S,k ist, und wir schlielen k!S,, , = (A*2™),—o. Aus (27) ergibt sich daraus (mit
dem Laufindex 1)

k
k!Sn,k = (Akmn)l‘=0 = Z(_l)kl<z>z )

und wir erhalten eine Summenformel fiir die Stirling Zahlen zweiter Art
1 k

3.3 Inversion

Betrachten wir die beiden Formeln (27) und (36) des vorigen Abschnitts, wobei wir = n in (36)
setzen:

A"(0) = i(—n"-k(’;)f(k)

k=0

= 3 (F)atio)

k=0

Setzen wir uy = f(k), v = AFf(0), so sehen wir, dass die erste Formel die Gréle v, durch
UQ, U1, ---, Uy ausdriickt, und die zweite die Zahl u,, durch vg, vy, ..., v,. Wir sagen, dass hier eine In-
versionsformel vorliegt. Uberlegen wir uns, ob dieser Formel ein allgemeineres Prinzip zugrundeliegt.
Den ersten Teil haben wir aus der Gleichung

A" = (E—I)" (38)
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geschlossen, d.h. wir haben A mittels E ausgedriickt. Drehen wir die Sachen um, so sehen wir
E"=(A+1)", (39)

und dies ergibt natiirlich die zweite Formel, da E" = (A + I)™ = Y7, (Z)Ak angewandt auf f
impliziert

also mit x =0

Entscheidend ist also der Zusammenhang (38) und (39), und dies ist nichts anderes als die
zweimalige Anwendung des Binomialsatzes. Setzen wir E = 2 und A = z — 1, so reduzieren (38)
und (39) zu den Formeln

et = e ()

k=0

S

Nun liegt das allgemeine Prinzip auf der Hand. Eine Basisfolge (po(z),p1(z),...) ist eine Folge
von Polynomen mit Grad p,, = n. Also, po(x) ist eine Konstante # 0, p;(z) hat Grad 1, usw. Unsere
Standardbeispiele sind die Potenzen (z™) und die fallenden bzw. steigenden Faktoriellen (x%) bzw.
(x%). Ist f(z) irgendein Polynom vom Grad n, so kénnen wir f(x) eindeutig als Linearkombination
der pi(z), 0 < k < n darstellen. Den Beweis haben wir im vorigen Abschnitt schon fiir die fallenden
Faktoriellen (%) durchgefiihrt, und er funktioniert wortwortlich fiir jede Basisfolge. Oder in der
Sprache der Linearen Algebra:: Die Polynome pg(z), p1(x), ..., pn(2) bilden eine Basis im Vektorraum
aller Polynome vom Grad < n.

Es seien nun (p,(x)) und (g, (x)) zwei Basisfolgen, dann kénnen wir also jedes g, (z) eindeutig
durch po(x), ..., pn(x) ausdriicken, und umgekehrt jedes p,(x) durch go(x), ..., gn(z). Das heift, es
gibt eindeutige Koeffizienten a, ; und b, j mit

qn = Z Qn,kPk (Ji) (40)
k=0

pn(x) = Z anch(-T)- (41)
k=0

Wir nennen a,, i, by die Zusammenhangskoeffizienten, wobei wir a, = by = 0 fiir n < k
setzen. Die Koeffizienten (ay ) und (b, %) bilden zwei untere (unendliche) Dreiecksmatrizen. Die
Beziehungen (40) und (41) driicken sich als Matrizengleichungen folgendermafien aus: Seien A =
(@i ), B=(b;;), 0<1i,j <n, dann gilt

Zan,kbk,m = [ﬂ = m]a

k>0

d.h. die Matrizen A und B sind invers zueinander, A = B~!.
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Satz 3.3 Seien (p,(x)) und (¢,(x)) zwei Basisfolgen mit Zusammenhangskoeffizienten ay,  bzw.
bp.i- Dann gilt fiir zwei Folgen von Zahlen ug, u1, U, ... und vg, v1, v2, ...

Zankuk Yn) < u, = Zb kUi (Vn).
k=0

Beweis: Da die Matrizen A = (a;;), B = (b;;), 0 < 4,j < n, invers zueinander sind, gilt fiir
zwei Vektoren u = (uq, ..., un), v = (vg, ..., Up)
v=Au < u= Bv

Jedes Paar von Basisfolgen liefert uns also eine Inversionsformel, sofern wir die Zusammenhangs-
koeflizienten bestimmen konnen. Schreiben wir unser erstes Beispiel

- (e
= >

(o)

noch einmal hin. Fiir zwei Folgen uo, ..., un; vo, ..., v gilt daher nach 3.3

Un = Zn: (’;) we (Vn) & up = zn:(—n"—k (Z) o (Vn). (42)

k=0 k=0

(x—=1)"

Die Formel (42) heifit Binomial-Inversion. Wir kénnen sie durch die Ersetzung u,, — (—1)"uy,
auch auf eine symmetrische Form bringen:

Un = zn:(—l)k (Z) up (Y1) & up = zn:(—m’f (Z) o (V). (43)

k=0 k=0

Die Methode der Inversion lautet also folgendermafien: Wir wollen eine Z&hlfunktion (also eine
Koeffizientenfolge) bestimmen. Kénnen wir eine bekannte Folge durch die zu bestimmende mittels
einer Seite der Inversionsformel ausdriicken, so ist die gewiinschte Folge durch die andere Seite der
Formel ausgedriickt.

Betrachten wir als Beispiel nochmals die Derangement-Zahlen D,,. Sei d(n, k) die Anzahl der
Permutationen der Linge n mit genau k Fixpunkten, somit d(n,0) = D,,. Da wir die k Fixpunkte
auf (Z) Arten wéhlen kénnen, gilt

n
dn, k) = D, _y,
und daher

nl = éd(n, k) = g% (Z) Doy = kzn:_o (Z) Dy. (44)

Wenden wir nun die Binomial-Inversion auf (42) mit w, = D,, v, = n! an, so erhalten wir
unsere alte Summenformel




Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 45

Abbildung 4: Mengendiagramm der Teiler von 30

Sehen wir uns noch die Basisfolgen (z") und (z2) an. Aus den Beziehungen

n

" = E SmkxE
k=0
n

= Z(—l)”‘ksmkxk.

k=0

aus den Formeln (17) und (17) in Abschnitt 2.5.5 folgt die Stirling-Inversion

ZS xug (Vn) & u, = ankvk (Vn),
k=0

k=mgy m = [n=ml.

und insbesondere auch >, - Sn.x(—1)
Priifen wir dies anhand unserer Stirling-Tabellen fiir n = 7, m = 3 nach, so erhalten wir
Zkzo Sz p(—=1)F 355 3 = 301 — 350 - 6 + 140 - 35 — 21 - 225 + 1624 = 0.

3.4 Inklusion - Exklusion

Betrachten wir das folgende Problem: Wie viele Zahlen zwischen 1 und 30 gibt es, die relativ prim
zu 30 sind? Wir kénnen die Zahlen von 1 bis 30 natiirlich hinschreiben und dann die relativ primen
unter ihnen ablesen. Wie immer wollen wir aber die Aufgabe fiir allgemeines n 16sen - und da helfen
unsere bisherigen Methoden nicht weiter. Versuchen wir es mit folgendem Ansatz. Da 30 =2-3-5
die Primzerlegung von 30 ist, suchen wir alle Zahlen, die weder ein Vielfaches von 2, noch von 3
und auch nicht von 5 sind. Setzen wir S = {1,2,...,30} und erkldren wir A, als die Menge der
Vielfachen von 2, welche < 30 sind, und analog A3 (Vielfache von 3) und A5 (Vielfache von 5), so
miissen wir also die Anzahl der Elemente in S\ (A2 U A3 U As) bestimmen. Die gesuchte Menge ist
demnach der schraffierte Teil des folgenden Mengendiagramms (Bild 3.4).

Jedes Element aus S fillt in genau einen der 8 Teile des Diagramms. Beginnen wir mit |S| —
|As| — |As| — |As|, dann haben wir alle Elemente aus A; U A3 U A5 abgezogen, aber einige doppelt,
da ein Element aus, sagen wir A; N Ag, ja zweimal abgezogen wurde. Geben wir diese Elemente
wieder hinzu, so erhalten wir |S| — |As| — |As| — |As| + |A2 N As| + |Aa N As| + |43 N As|. Jetzt ist
die Formel schon fast richtig: Alle Elemente sind genau einmal abgezogen, mit Ausnahme derer in
|As N A3 N As|. Diese Elemente haben wir dreimal abgezogen, aber auch dreimal dazugezihlt, also
insgesamt noch nicht beriicksichtigt. Ziehen wir diese letzte Gruppe ab, so erhalten wir die Formel:

|S\UA;| = [S]—[A2] — |As| — [As| + [A2 N A3| + |42 N A5| +
|45 1 As| — |42 N As 1 As|.

Um unsere Ausgangsfrage zu beantworten, miissen wir |A4;], |A; N A;|, |42 N A3 N As| bestimmen.
Das ist aber leicht. A sind die Vielfachen von 2, also |As| = 22 = 15, und analog |A3| = 10, |A5| = 6.
Ay N Az enthilt offenbar die Vielfachen von 6, also |4y N As| = 32 = 5, und analog |Ay N As| =
3,|As3 N As| = 2, und schliellich ist |43 N A3 N As] = 1, da nur 30 ein Vielfaches von 2,3 und 5
ist. Damit ist das Problem gel6st: Die Anzahl der Zahlen < 30, welche zu 30 relativ prim sind, ist
30—15—10—6+4+5+4+34+2—1=38. Diese Zahlen sind 1,7,11, 13,17, 19, 23, 29.
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Zur Berechnung von S\ (Ay U A3 U Ajp)| schlieBen wir also Zahlen aus, schliefen dann die
zuviel abgezogenen Zahlen wieder ein, die jetzt zuviel gezéhlten wieder aus, usf. Das Ganze ist
also eine Inklusion-Exklusions-Methode und sie funktioniert fiir beliebige Mengen S und beliebige
Untermengen B, Bs, ..., By, von S.

Proposition 3.4 Seien By, Bs, ..., B,, Untermengen von S, dann gilt:
IS\UBil=1S1->_1Bil+ > [BinBj|—...4+(-)™BiN...0Byl.
i=1 i=1 1<i<j<m

Zum Beweis brauchen wir uns nur zu iiberlegen, wie oft ein Element z € S gezdhlt wird. Ist

x € S\ U By, so wird z auf der rechten Seite einmal gez&hlt, namlich in |S]|. Sei also x € |J B;,

i=1 i=1
genauer x seiin B, , ..., B;,, aber nicht in den anderen B;’s. Dann wird 2 zunéchst einmal gez&hlt (in
|S]), dann k-mal abgezogen (in |B;, |, ..., |B;,|, dann (’;) dazugezéhlt (in |B;, N B, |, |Biy, N Bigl, - - -)s

dann (g) abgezahlt, usf. Insgesamt wird = also genau

k k k (K
1- <1> + (2) - (3> +...+(-1) <k>
mal geziihlt, und das ergibt 0, wie wir schon ldngst wissen (Abschnitt 1.1.4).

Fiir die Anwendungen wird die Formel meist in folgender Form benutzt, und ist das eigentliche
Prinzip der Inklusion - Exklusion; gelegentlich spricht man auch von dem Sieb-Prinzip.

Proposition 3.5 Es sei S eine Menge mit n Elementen, und Fn, ..., Ey, eine Menge von Eigen-
schaften, die die Elemente aus S besitzen oder nicht. Mit N(E;,, ..., E;,) bezeichnen wir die Anzahl
der Elemente, welche die Figenschaften E;, ..., E;, besitzen (und mdglicherweise noch weitere).
Dann gilt fiir die Anzahl N der Elemente, die diberhaupt keine der Eigenschaften besitzen:

N=n-Y NE)+ Y N(E,E)—...+((1)"N(Ey,...,Ey) (45)

Beweis: Zum Beweis brauchen wir nur B; = {x € S : x besitzt E;} zu setzen. Dann ist
_ m
N(Ei,,...,Ey) =|Bi,n...0 B, |,N =S\ | Bil,
i=1

und (45) ist nichts anderes als unsere obige Formel. (]

In unserem Ausgangsbeispiel war Fy die Eigenschaft durch 2 teilbar, E3 durch 3 teilbar, Es
durch 5 teilbar, und das Problem liegt somit genau darin, die Anzahl N zu bestimmen.

In vielen Beispielen hingt N(E;,,..., E;, ) nur von der Anzahl k ab, das heifit es gilt
N(E;,,....E

ik

):N(Ej17""Ejk)

fiir zwei k-Untermengen von {E1,..., Ey,}. Wir kénnen also N, = N(E;,, ..., E;,) fir beliebige k-
Mengen setzen, und Formel (45) nimmt die folgende einfach Gestalt an (mit Ny = n):

N ké(—l)k () (46)

Das Prinzip der Inklusion-Exklusion ist von bestechender Einfachheit und gerade darum vielseitig
anwendbar. Ein paar weitere Beispiele mogen dies illustrieren.
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Beispiel 3.6 Zundchst noch einmal unsere altbekannten Derangement-Zahlen D,,. Die Vorgangs-
weise ergibt sich fast von selbst. S ist die Menge der n- Permutationen, und firi=1,...,n ist E;
die Eigenschaft, dass i Fizpunkt ist. Wdhlen wir die Fixpunkte i1,...,1i,, so kann der Rest beliebig
permutiert werden. Somit ist N(E;,, ..., E; ) = (n—k)! fir jede k-Menge {i1,...,ix} C{1,...,n},
und wir erhalten laut Formel (46)

n n no(_1\k
Dn:Z(—l)k<k>(n—k)!:n!Z( kll) .

k=0 k=0

Im Abschnitt 3.1.1 haben wir die Formel fiir D, mittels Binomial-Inversion bewiesen, und
tatsédchlich kann man zeigen, dass auch das Prinzip der Inklusion-Exklusion eine Inversion iiber
einer geeigneten Struktur darstellt, ohne dass wir hier ndher darauf eingehen wollen.

Beispiel 3.7 Als ein etwas schwierigeres Beispiel betrachten wir eine n- Menge {a1,...,a,} und
fragen uns, wie viele Worter der Ldinge 2n gebildet werden konnen, die jedes a; genau zweimal ent-
halten, so dass gleiche Elemente niemals nebeneinander auftauchen. Fir n = 2 erhalten wir zum
Beispiel als einzige Worter ayasaias und asayasay. Als Interpretation konnen wir uns eine lange
Tafel vorstellen, und fragen, auf wie viele Arten n Ehepaare platziert werden kénnen, so dass Ehe-
partner niemals nebeneinander sitzen. S sei die Menge aller Wérter der Linge 2n aus {1,2,...,n},
in denen jedes i genau zweimal auftritt. Ist F; die Figenschaft, dass ein Wort die Zahl i neben-
einander enthdlt, so fragen wir also genau nach N. Betrachten wir eine k-Menge {iy,. .., i1}. Wie
viele Worter enthalten i1,1is ..., 1 jeweils nebeneinander? Zundchst iberlegen wir uns, wie oft wir
die 2k Zahlen i1,11, ..., 1k, i nebeneinander platzieren kinnen. Betrachten wir die k Anfangsstellen
der k Paare. Dies sind k Stellen zwischen 1 und 2n — 1, die sich jeweils um mindestens 2 unter-
scheiden (da die Stelle danach ja von dem zweiten Element besetzt ist). Die Anzahl dieser k Wahlen
aus {1,2,...,2n — 1} ist (Q"k_k), Nun kénnen wir die k Paare auf k! Arten permutieren, und die

restlichen n — k Paare auf (2;"_,2,5)! und daher nach (46)

v () (e

Die Transformation k — n — k und Kiirzen ergibt das endgiiltige Ergebnis

N i(—l)"_k (Z) (Zt:) (n—@;%’i)!

k=0

S ()

k=0

Kommen wir kurz zu Zahl-Partitionen zuriick. Wie viele Partitionen von 7 gibt es, in denen alle
Summanden ungerade sind und wie viele gibt es, in denen alle Summanden verschieden sind? Diese
Anzahlen wollen wir mit p,(7) und p,(7) bezeichnen.

ungerade verschieden
7 7

5+1+41 6+1

3+3+1 o9+2
3+14+14141 443

I+1+14+14+14+14+1 44241

Also p,(7) = py(7) = 5. Probieren wir andere kleine Zahlen, so kommen wir immer auf dasselbe
Ergebnis p,(n) = p,(n). Ist dies immer richtig? Kein Problem mit Inklusion-Exklusion. Sei p(n) die
Anzahl aller Partitionen von n. Wir berechnen zuerst p,(n). S ist die Menge aller Partitionen von
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n und F; die Eigenschaft, dass ein gerader Summand ¢ vorkommt. Wie viele Partitionen enthalten
2?7 Offenbar p(n — 2) viele, da wir 2 jeweils wegstreichen. Nun ist klar, was herauskommt:

s
S
—
S
~
Il
<

(n)

— pn—2)—pn—4)—p(n—=6)—...

+ pn—2—4)+pn—2—6)+pn—2—-8)+...
_ pn—2—4—6)—...

Nun zu p,(n). Hier ist E; die Eigenschaft, dass ¢ mehrmals als Summand auftritt. Also erhalten
wir:

po(n) = p(n)
- pn—1-1)—pn—2-2)—p(n—-3-3)—...
+ pn—-1-1-2-2)4pn—1-1-3-3)+...

und wir sehen, dass die beiden Berechnungen Zeile fiir Zeile iibereinstimmen, also gilt tatséchlich
Pu (n) = Pv (n)

Auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir das Prinzip oft verwenden. Gegeben n Bélle
und r Fécher, n > r. Wir werfen die n Bélle zufillig in die Facher. Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, dass kein Fach leer bleibt? €2 ist also die Menge aller ™ Verteilungen, alle gleich wahrscheinlich.
Bezeichnen wir mit A; das Ereignis, dass das Fach i leer bleibt, so besagt das Prinzip der Inklusion-
Exklusion, das fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit p gilt:

ﬁzl—Zp(Ai)-i- Z p(AiNA)F...
i—1

1<i<j<r

(T*k)n

rn

Die Wahrscheinlichkeit fiir 4;, N... A;, ist nun offenbar p(A4;, N... 4;,) =
mogliche Fille), und es folgt

B () o ()

k=0

(giinstige durch

Da p die Anzahl r!S, , der surjektiven Abbildungen (giinstig) geteilt durch die Anzahl r™ aller
Abbildungen (moglich) ist, haben wir mittels Inklusion-Exklusion wiederum die Formel (37) aus
Abschnitt 3.2 bewiesen.

3.5 Einige arithmetische Anwendungen; Mébius-Inversionsformel

Durch den niichsten Satz wollen wir eine Berechnungsvorschrift fiir die Euler’sche ¢-Funktion (vgl.
Definition 1.16) angeben, wobei ¢(n) die Zahl der zu n relativ primen natiirlichen Zahlen darstellt.

Satz 3.8 Es sei eine natiirliche Zahl n > 2 mit der Primfaktorzerlegung

— 1,62 e
n_pl p2 ...prT‘

wren(i-2) o)1)

Beweis: Mit A; bezeichnen wir die Vielfachenmengen von p; (1 < j < r). Dann ist mit Satz 3.5

gegeben. Dann ist

(;S(n) = TL—|A1UA2U"'UAT|

= n—ajt+as—- -+ (-1)"a,
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wobei «; wie in Satz 3.5 verstanden wird. Eine typische Durchschnittsbildung ist
Ajl mAJé m”'mAji

welche die Vielfachen p = p;,pj, ... p;, in N,, enthélt, und dies sind gerade die Zahlen

n
D, 2p, 3p, - .. () D-
P

Also ist die Michtigkeit eines typischen Durchschnittes gerade
n n 1 1 1
e — :”(f)(f)m(f)-
p Dj:1Pjs - Pjs Pji Pjs by
Es ergibt sich

1 1 1 1 1
pn) = n—n|—+—+-+—|+n{—+ o) e
p1 P2 DPr pip2  P1ps
1
)
pPip2 - - Pr
1 1 1
- n(1_> (1_>...(1_>,
P1 P2 Pr
was den Satz beweist. n

Wir erwéhnen eine weitere zahlentheoretische Funktion, die in diesem Zusammenhang bedeutsam
ist.

Definition 3.9 FEs sei d € N eine natiirliche Zahl. Die Funktion

1 falls d =1,
u(d) =< (=1)*  falls d das Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist,
0 falls d einen mehrfachen Primfaktor hat

heifit Mobius’sche Funktion?”.

Diese Funktion spielt eine grofle Rolle innerhalb der algebraischen Zahlentheorie. Wir werden
zunéichst belegen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 die Summe aller Funktionswerte p(d) iiber
alle Teiler d dieser vorgegebenen Zahl n verschwindet:

Lemma 3.10 Es sein > 2 eine natiirliche Zahl. Dann ist

Z wu(d) = 0.
d|n

27Mébius, August Ferdinand, deutscher Mathematiker und Astronom, geb. 17.11.1790 Schulpforta, gest. 26.9.1868
Leipzig.

Mobius studierte an der Universitidt Leipzig Mathematik, Physik und Astronomie, unter anderem bei Mollweide.
1813 unternahm er Studienreisen nach Géttingen zu Gaufl und nach Halle zu Pfaff. 1815 promovierte er. Durch
Vermittlung von Mollweide bekam er 1816 eine Stelle als auflerordentlicher Professor fiir Astronomie und hohere
Mathematik an der Universitdt Leipzig. Gleichzeitig erhielt er eine Stelle als Observator an der Sternwarte Leipzig.
1820 wurde er Direktor der Leipziger Sternwarte, aber erst 1844 ordentlicher Professor fiir Astronomie und Mechanik.

Mobius’ wichtigste Arbeit ‘Der barycentrische Calkiil’ erschien 1827 und befasste sich mit der analytischen Geo-
metrie. Es wurde zu einem klassischen Lehrbuch und fasste viele seine Resultate zur projektiven und affinen Geo-
metrie zusammen. In dem Buch fiihrte er homogene Koordinaten ein und diskutierte projektive Transformationen
Mébius-Transformationen . Er war einer der ersten, die geometrische Objekte anhand der sie erhaltenden affinen
Transformationen studierte.

Neben diesen axiomatisch-geometrischen Untersuchungen wandte sich Moébius auch topologischen Fragen zu und
entwickelte hierfiir viele neue Methoden. Im Zusammenhang mit der Geometrie von Polyedern untersuchte er 1858
als Beispiel fiir eine einseitige Fliche das Mébius-Band, welches auch die Erstentdeckung dieser Flache wohl auf
Listing zuriickgeht. Weitere wichtige Arbeiten von Mébius betreffen die M6bius-Funktion der Zahlentheorie. Er schrieb
auflerdem Lehrbiicher zur Astronomie (‘Die Elemente der Mechanik des Himmels’).



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 50

Beweis: Um dies zu zeigen, setzen wir n = p{'ps?...p¢ . Jeder Teiler d hat nach dem Hauptsatz der

elementaren Zahlentheorie die Form pllpg2 ...pfr mit 0 < f; < e; und p(d) ist Null, es sei denn,

fiir alle ¢ ist f; = 0 oder f; = 1. Daher entspricht jeder Teiler d mit p(d) # 0 einer Teilmenge der
Primteiler {p1,p2,...,pr}, wobei gerade jene p; die Teilmenge konstituieren, fiir die f; = 1 ist. Die
Anzahl dieser Teilmengen der Grofe k betréigt (1) und wegen u(d) = (—1)F folgt

1) ()

Nun soll eine weitere charakteristische Eigenschaft der Mobius’schen Funktion aufgezeigt werden,
die meist als Mdbius-Inversionsformel bezeichnet wird.

Satz 3.11 Es sei g : N — N eine Funktion und f definiert durch

) =3 9(d).

d|n

Dann gilt

g(n) =Y u@)f (5)- (47)

d|n

Beweis: Substituiert man f(n/d) in der rechten Seite der Gleichung (47), so ergibt sich

Su@df (%) = Youd) Y gl
d|n

d|n c|n/d

= Y wdg(o).

(c,d)eS

Dabei lauft die Doppelsumme iiber alle Paare (c,d) von S mit d | n und ¢ | %. Diese Menge stimmt
aber mit jener Menge von Paaren iiberein, wenn die Nebenbedingung c | n und d | 2 lautet, so dass
wir die Summation neu organisieren kénnen:

S u@f (%) = 9@ nld)):
d|n cln dn/c

Die Summe in der Klammer ist Null, wenn n/c > 2 ist (vgl. Lemma 3.10). Der einzige Term, der
iibrig bleibt, ist n = ¢, was zu

9(n) Y u(d) = g(n)u(1) = g(n)

d|1

fiihrt. n
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4 Erzeugende Funktionen

Als Ausgangstext hat auch fiir dieses Kapitel auf weite Strecken der vorziigliche und kompakte Text aus [1]
gedient, den wir allerdings mit Kommentaren nachbearbeitet haben.

Wir kommen nun zur dritten und weitaus anwendungsreichsten Methode der Zahltheorie. Wir
fassen die gesuchten Zahlkoeffizienten ag,ar,as,... als Koeffizienten einer Potenzreihe Y % a;2"
auf. Mit diesen Potenzreihen kénnen wir rechnen, das heif3t wir operieren mit den Koeffizienten
als Ganzes. Wir werden sehen, dass sich manche bisher unzugénglichen Probleme erstaunlich leicht
bewiltigen lassen.

4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1 FEs sei eine Folge ag,a1,as,... gegeben. Die erzeugende Funktion von (ay,) ist die
formale Reihe A(z) =3, 5o anz".

Zwei Bemerkungen sind angebracht: Die Variable z driickt aus, dass wir iiber den komplexen
Zahlen C rechnen, obwohl wir es meistens mit ganzen Zahlen zu tun haben. Mit ‘formal’ ist gemeint,
dass wir die Potenzen z" nur als ‘Aufhénger’ fiir das Rechnen verwenden. Konvergenzfragen werden
vollig auler acht gelassen. Manchmal ist es vorteilhaft, den Indexbereich nicht einzuschrénken. Wir
schreiben dann ) a,z™ mit dem Einverstandnis, dass a,, = 0 ist fiir n < 0. Fiir den Koeffizienten
ap von z" setzen wir auch a,, = [2"]A(2).

Mit den formalen Reihen kénnen wir rechnen. Die Summe von > a,z™ und Y b, 2™ ist natiirlich
> (an + by)2", und ein Vielfaches ¢y a,z™ ist die Reihe Y (ca,)z™. Wir haben auch ein Produkt.
Ist A(z) =Y anz™, B(z) = Y by2"™, so setzen wir

A(2)B(2) = > (O arbn_1)2". (48)

n>0 k=0
Das Produkt (48) heifit die Konvolution von A(z) und B(z). Es ergibt sich einfach durch Aus-
multiplizieren. Was ist der Beitrag zur Potenz 2" in A(z)B(z)? Wir miissen alle Potenzen 2* aus
A(z) und 2"~* aus B(z) beriicksichtigen mit den Koeffizienten a; bzw. b,_, und dann die Summe
bilden. Wir sehen, dass die Reihen A(z) = 0 bzw. A(z) = 1 Nullelement bzw. Einselement in bezug

auf Addition und Multiplikation von Reihen bilden.

Die formalen Reihen erfiillen alle iiblichen Rechenregeln mit der Ausnahme, dass A(z) kein
multiplikatives Inverses besitzen muss. Aber auch diese Frage, wann A(z) eine inverse Reihe B(z)
mit A(z)B(z) = 1 besitzt, ist leicht zu beantworten. Da agby = 1 gelten muss, ist ag # 0 eine
notwendige Bedingung dafiir, dass A(z) ein Inverses besitzt. Das ist aber auch schon hinreichend.
Sei A(2) = 3. a,2" mit ag # 0. Fiir die gesuchte inverse Reihe B(z) = . b, 2™ muss by = ay ' gelten.
Nehmen wir nun an, dass by, by, ..., b,_1 schon bestimmt sind, so folgt aus EZ:O arb,_r = 0, dass
by = ag ' Y j_, arbn—x wohlbestimmt ist.

Betrachten wir als Beispiel die geometrische Reihe ), - 2". Aus (48) folgt sofort(}_, -, 2")(1—

1
1—2z"

z) = 1, also ist die Reihe 1 — z das Inverse von ) 2™ und wir schreiben ) -, 2" =

Beispiele 4.2 Stellen wir eine Liste der wichtigsten erzeugenden Funktionen zusammen:

W Teorh

n>0
nn _ 1
Y

© Y-

n>0
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(h) Z w = log(1 + 2)

n
n>1

Formel (d) ist fiir ¢ € Ny gerade der Binomialsatz. Der allgemeine Fall wird in der Analysis
bewiesen. Fiir (e) verwenden wir die Negationsformel (11) aus Abschnitt 2.5. Wir haben (“¥771) 2" =

(79)(=2)", und das Resultat folgt aus (d). Formel (f) folgt aus (e) mit m = ¢ — 1, und die letzten

bgiden Ausdriicke sind wohlbekannte Reihenentwicklungen.

Eine Anwendung des Konvolutionsproduktes konnen wir sofort notieren. Sei A(z) = >+, anz"

gegeben. Dann ist
A(z) - n
e SRS

n>0

da alle Koeffizienten von %Z = ano 2" gleich 1 sind. Zum Beispiel erhalten wir mit A(z) = 5

1
dass

1

—2

1
m = Z(n +1)2"

n>0

ist, oder allgemein

n>0 n>0

Die Indextransformation lésst sich ebenfalls leicht ausdriicken. Ist A(z) =", a,z™, so haben wir
ZMA(z) =Y, anz™™ =3 an_mz", d. h. Multiplikation mit z™ entspricht einer Indexverminde-
rung um m. Zum Beispiel erhalten wir aus Formel (f) die Gleichung Y-, (")z" = >, (,,",)" =
2 (1 — z)~mL

4.2 Losung von Rekursionen

Erzeugende Funktionen geben uns eine wichtige Methode an die Hand, um beliebige Rekursionen

mit konstanten Koeffizienten zu 16sen. Als Beispiel betrachten wir die einfachste aller zweistelligen
Rekursionen

FOZO,Flzl,Fn: n—1 +F_2 (TLZ2) (49)

Die Zahlen F,, heien nach ihrem Entdecker LEONARDO VON Pi1sa FiBonacci?® die Fibonacci-

Zahlen. Sie tauchen in so vielen Problemen auf, dass ihrer Untersuchung eine eigene mathematische

28 Fibonacci, Leonardo von Pisa , italienischer Mathematiker, geb. um 1170 Pisa, gest. nach 1240 Pisa.

Fibonacci, Sohn eines Notars und Leiters der Niederlassung pisanischer Kaufleute in Bougie (Algerien), lernte
Mathematik in Bougie und auf ausgedehnten Reisen im Mittelmeerraum. Um 1200 kehrte er nach Pisa zuriick.
Er wirkte in seiner Heimatstadt als Privatgelehrter und mathematischer Schriftsteller. Fibonacci gilt als der erste
bedeutende Mathematiker des européischen Mittelalters.

Von ihm sind fiinf Werke iiberliefert. Grundlegend wurde davon sein ‘Liber abbaci’ (1202, 1228). Darin verwendete
Fibonacci die indisch-arabischen Ziffern und das dezimale Stellenwertsystem. Er lie die Null als Wurzel einer qua-
dratischen Gleichung zu, deutete die Moglichkeit der Einfithrung negativer Zahlen an, untersuchte irrationale Zahlen,
verbreitete arabische Methoden zur Lésung von (linearen) Gleichungen und (linearen) Gleichungssystemen und stellte
die berithmte ‘Kaninchenaufgabe’ (Fibonacci-Folge). In weiteren Werken behandelte er, immer im Gewand konkreter
Problemstellungen oder von ‘Denksportaufgaben’; elementare geometrische Fragen, Aufgaben des Typs z2 4+ a = 32
(a, z,y positiv ganzzahlig), die Lésung einer ‘nichttrivialen’ kubischen Gleichung und kaufménnische Rechenaufgaben.
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Zeitschrift gewidmet ist.
Eine Tabelle der ersten Fibonacci-Zahlen sieht so aus:

n|0 1 2 3 45 6 7 8 9 10
F,]0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Wie berechnen wir nun die n-te Fibonacci-Zahl F,,?7 Die folgende Vorgehensweise ist bereits
typisch fiir alle Rekursionen.

1. Driicke die Rekursion in einer einzigen Formel aus, inklusive der Anfangsbedingungen. Wie
immer ist F,, =0 fir n <0, F},, = F,,_1 + F,,_ gilt auch fiir n = 0, aber fiir n = 1 ist F} =1,
aber die rechte Seite 0. Also ist die vollstéindige Rekursion der Fibonacci-Zahlen

Fn = Fn—l + Fn_g + [n = 1]

2. Interpretiere die Gleichung in 1. mit Hilfe von erzeugenden Funktionen. Wir wissen schon,
dass Indexerniedrigung einer Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht. Also erhalten
wir

F(z) = ZFnz” = Zanlzn + Zanzzn + Z[n =1]"

= 2F(2) + 2%F(2) + =.

3. Lose die Gleichung in F'(z). Das ist leicht:

z
F(z)= —2
(2) 1—2z— 22

4. Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus die Koeffizienten.

Dies ist der schwierigste Schritt. Zunichst schreiben wir 1 — z — 22 in der Form 1 — z — 22 =

(1 — az)(1 — Bz) und ermitteln dann durch Partialbruchzerlegung Konstanten a und b mit

1 _a n b
1—az)(1-B2) 1—az 1-pz
Nun ist die Arbeit getan, denn es gilt:

F(z) = =z (1 —aaz + 1 —bﬁz) = z(aZa"z" +b2ﬂ”z")
_ Z(aanfl +bﬂnfl)zn

n

und somit

F, =aa" ' + 08" 1. (50)

Um eine vollstindige Losung (50) zu erhalten, miissen wir also erstens « und § ermitteln, und
zweitens a und b.

Setzen wir q(z) = 1 — z — 22, so heiBit ¢f'(2) = 22 — 2 — 1 das reflektierte Polynom, und wir

behaupten, aus ¢f(z) = (z — a)(z — B) folgt q(z) = (1 — az)(1 — Bz), d.h. a und S sind genau die
Nullstellen des reflektierten Polynoms.

Wir wollen dies gleich allgemein beweisen. Sei q(z) = 1 + ¢12 + ... + ggz¢ ein Polynom iiber C
vom Grad d > 1 und konstantem Koeffizienten 1. Das reflektierte Polynom ¢%(z) entsteht durch
Reflektion der Potenzen 2%, also ¢f*(2) = 244+ q1 271 +.. .4+ qq4, qa # 0. Offenbar gilt ¢(z) = quR(%).
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Seien nun a, ..., ag4 die Nullstellen von ¢ (z), also ¢®*(2) = (z — 1) ... (2 — aq). Uber C ist so eine
Darstellung immer moglich, wobei die «;’s natiirlich nicht alle verschieden zu sein brauchen. Aus
q(2) = 2%¢" (1) folgt

1 1
q(z) = zd(; —aq)... (; —ag)=(1—-a2)...(1 —agz),
wie behauptet. Die Bestimmung von ay, . . ., @4 (oder «,  in unserem Beispiel der Fibonacci-Zahlen)

ist also nichts anderes als die Nullstellenbestimmung von ¢f*(z).

Fiir die Fibonacci-Zahlen erhalten wir

C14+VB o 145

FH=P -1 = (- 1Y)
gz2)=1—-2-2* = (1- 1+2\/52)(1—1_2\/52)

Die iibliche Bezeichnung fiir diese Nullstellen ist ¢ = 1+2‘/5, qAﬁ = # (auch 7,7 ist gebriuch-

lich). Die Zahl ¢ heifit der goldene Schnitl, sie ist eine der fundamentalen Zahlen der gesamten

Mathematik und war schon in der Antike bekannt. Der Name goldener Schnitt riihrt von folgen-

dem Problem her: Gegeben sei ein Rechteck mit Seitenldngen r und s,r > s. Welches Verhiltnis g

miissen 7 und s erfiillen, so dass nach Wegschneiden eines Quadrates der Seitenldnge s wiederum
ein Rechteck mit dem gleichen Verhéltnis resultiert?

Ist 2= %,s0sollalso z = £ = 2= = ﬁ gelten. Das Verhiltnis « muss demnach die Gleichung
2

22 — x — 1 = 0 erfiillen, also ist © = ¢, da « > 1 vorausgesetzt ist. Aus der Gleichung 22 — 2z — 1 =

(z — ¢)(z — ¢)) folgen die Beziehungen

é:_¢717 ¢+¢3:1

Wir kommen zum zweiten Problem, der Bestimmung von a und b. Wir setzen a und b als
unbekannte Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung an:

1 B a n b
(1—¢2)(1—¢z) 1—¢z 1—¢z

Auf gemeinsamen Nenner gebracht haben wir (a+b) — (a4 b +bp)z = 1, d. h. a und b miissen
das Gleichungssystem

a+b = 1
pa+db = 0

erfiillen. Auflosung ergibt a = %, b= f%, und wir erhalten nach (50)

9o i?(;)m
V5 V5 ’

1 ((1+v5) [(1-v5\"
A9

Da |#| < 1 ist, erkennen wir, dass F,, die zu %qﬁ" néchstgelegene ganze Zahl ist.

F, = Qﬁnil*

Der folgende allgemeine Satz besagt, dass unsere Schritte 1. bis 4. immer funktionieren.
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Satz 4.3 Es sei qi,...,qq €ine feste Folge komplexer Zahlen, d > 1,q4 # 0
q2)=14+qz+...qa2° =1 —a12)M ... (1 — ag2)%,

wobei also die a;’s die verschiedenen Nullstellen von ¢%(z) sind mit den Vielfachheiten d;, i =
., k. Fiir eine Zdihlfunktion f : Ng — C sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(Al) Rekursion der Linge d. Fir alle n > 0 gilt
fn+d)+qf(n+d—1)+...+quf(n) =

(A2) Erzeugende Funktion.

T
1\2
~—

=Y fn)

n>0

/—\
N
~—

wobei p(z) ein Polynom vom Grad < d ist.

(A3) Partialbruchzulegung.
k

2) =Y f(n)z" Z 1_%

n>0 =1

<.

fiir Polynome g;(z) vom Grad < d; miti=1,... k.

(A4) Ezxplizite Darstellung.
k
n) = Zpi (n)a
i=1

wobei die p;(n) Polynome in n vom Grad < d; sind (i=1,...k).
Beweis: Wir definieren die Mengen V7, V5, V3 und V, durch
Vi={f:No— C: ferfillt (A7) }, i=1,...4.

Jede dieser vier Mengen ist ein Vektorraum iiber C, da Summe und skalares Vielfaches wieder
die jeweilige Bedingung erfiillen. Als niichstes sehen wir, dass jeder dieser Vektorrdume Dimension
d hat. In (A1) koénnen wir die Anfangswerte f(0),..., f(d — 1) beliebig wihlen, in (A2) die d Ko-
effizienten pg, p1,...,pa—1 von p(z) und in (A3), (A4) jeweils d; Koeffizienten von g;(z) bzw. p;(n)
mit Zle d; = d. Wenn wir also V; C V; zeigen konnen, so folgt V = V;.

Sei f € Vs, dann ergibt Koeffizientenvergleich fiir 27" in ¢(2) ", 5, f(n)z" = p(z) gerade die
Rekursion (Al), d.h. f € V4 und somit V4 = V5. B

Sei f € V3, auf gemeinsamen Nenner gebracht erhalten wir

K i(2 (1 —aiz)% z
Zf(n)zn _ i1 9i( )H];Az(l i) ~ p(2)

"0 Hle(l —;z)% q(z)
mit Grad p(z) < max(Grad g;(z) +>_,.,d;) < S . d; = d, und wir erhalten f € V,, somit
Vi=Vy,=Vs.

Schliefllich wollen wir V3 C Vj zeigen. Sei f € V3 und F(z) = Zle % Betrachten wir

einen Summanden (1% Nach Beispiel (e) des vorigen Abschnittes haben wir

1 di+n—1 non _ di+n—1 non
<1—aiz>di‘z< n )“ ‘Z< di—1 )“

n>0 n>0
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Multiplikation mit g;(z) = go + g1z + - - . ga,—12% ! bedeutet Indexverschiebung, d. h. wir erhalten

d;—1
gi(2) -~ N di+n—j—1\
e O D D] (M Il B

n>0 \ j=0
d;—1 .
_ —J d; +n—-j-1 n n
DI DI S LV
n>0 \ j=0 v

Schreiben wir nun p;(n) = Z??OI o’ j(""'j?:{_l), so ist p;(n) ein Polynom in n vom Grad

<d; — 1, also ist f € V; und wir sind fertig. [

Betrachten wir als Beispiel die Rekursion
f(n+2)—6f(n+1)+9f(n)=0

mit den Anfangswerten f(0) = 0, f(1) = 1 Hier ist ¢(z) = 1 — 62z + 922 = (1 — 32)?, also die Losung
von der Form

f(n) = (a+bn)3".

Aus 0 = f(0) = a erhalten wir a = 0, und aus 1 = f(1) = (a + b)3 ergibt sich b = %. Die Losung ist
somit f(n) =n3""1.

Wie berechnen wir die Polynome g¢;(z) oder p;(n)? Besonders einfach wird die Sache, wenn die
Nullstellen o . .., ag von ¢%(z) alle verschieden sind, d. h. d; = 1 fiir alle i und k = d gilt. In diesem
Fall sind die Polynome g;(z) vom Grad 0, also g;(z) = a;, (¢ = 1,...,d), und ebenso p;(n) = a;.
Aus

p(2) Z?:l a; Hj;éi(l —a;z)
q(2) H?Zl(l —a;2)

folgt p(z) = Z‘Ll a; [[;4(1 —a;2). Fir z = L erhalten wir daraus

p(—) = a; [0 - 2),

(0’ (0
¢ j#i ¢

da in einem Summanden ap, [T, (1 -5

241 von p(z) fiir h # i der Faktor 1 — 5% = 0 auftritt. Daraus
erhalten wir nun die Formel

p(3)
(=35
Den Ausdruck (52) kénnen wir noch weiter vereinfachen. Mit ¢(z) = H?Zl(l — ;) gilt fiir die

Ableitung ¢'(z) = — E?:1 [1;4(1 — ajz)ai, und daher q’(a%) = — [ - Z—j)ai. Eingesetzt in
(52) ergibt dies

(i=1,....d). (52)

a; =

—aip( ,% )
q(L)
Zum Beispiel kénnen wir die Rechnung fiir die Fibonacci-Zahlen abkiirzen, ohne den Weg iiber die
Partialbruchzerlegung zu gehen. Hier ist p(2) = 2,q(2) = 1—2—22%, ,¢'(2) = —=1-22, a1 = ¢, ag = ¢,
also

(i=1,...d). (53)

a; =

*0‘7((%) oy

:—1—%_6”—6-2.

Q;

Nun berechnet man sofort ﬁ = %, ﬁ = —% und erhélt wiederum (51).
Unsere Methode der erzeugenden Funktionen erweist sich auch bei simultanen Rekursionen als
erfolgreich. Ein Problem in einem mathematischen Wettbewerb 1980 stellte folgende Frage:



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 57

Beispiel 4.4 Schreibe die Zahl (\/i—l- \/3)1980 in Dezimaldarstellung. Was ist die letzte Stelle vor
und die erste Stelle nach dem Komma?

Das scheint erstens hoffnungslos, und zweitens, was hat das mit Rekursionen zu tun? Betrachten
wir allgemein (\/5 + \/5)2" Wir erhalten (\/5 + \/3)0 =1, (\/5 + \/§)2 =5+ 26, (\/§ + \/3)4 =
(5 + 2v/6)% = 49 + 201/6. Sind alle Ausdriicke (v/2 + v/3)?" von der Form a,, + b,v/6? Klar mit
Induktion:

(V2 +3)"

(V2+ V32 (V2 + v3)?
(an—l + bn—l\/é)(5 + 2\/6)
(50/77,71 + 12bn71) + (20/77,71 + 5bn71)\/6

Wir erhalten also gleichzeitig eine Rekursion fiir die Folgen (ay,) und (b,,)

a, = Dap—1-+12b,_1 (54)
bn = 2ap-1+5b,_1 (55)
mit den Anfangswerten ag = 1,b9 = 0.

Die Losung dieser Rekursionen erfolgt mit unseren 4 Schritten:
Schritt 1.

an = Bap—1+12b,_1+[n=0] (daagy=1)
bn - 2a’TL—1 + 5bn—1-

Schritt 2. Mit A(z) = >_, 5o anz", B(2) = 3_,,5,bn2" ergibt sich

A(z) = bzA(z) +122B(z) +1
B(z) = 2zA(z)+5zB(2).

Schritt 3. Wir 16sen nach A(z) auf. Aus der zweiten Gleichung haben wir B(z) = 212%()?’ und
eingesetzt in die erste ergibt dies

2422 A(2)
A(z) =5zA " A |
() = 52A(z) + 222
oder 15
— 5z
AG) =T 0 17

Schritt 4. Hier ist ¢(z) = ¢'*(2) und wir erhalten ¢(2) = (1 — (5 +2v6)2)(1 — (5 — 2¢/6)z). Da
die beiden Nullstellen verschieden sind, kénnen wir Formel (53) verwenden, und erhalten miihelos
fiir die Koeffizienten von A(z)

n = %((5 +2V6)" + (5 —2v6)"). (56)

Schon, jetzt kennen wir a,, (und b,, konnen wir natiirlich analog berechnen), aber was sagt uns
das iiber die Kommastellen in (v/2 + v/3)?" fiir n = 990? Nun, zuniichst wissen wir (5 + 2v/6)" =
(V24 3)" = a,, + b,V6, d. h. (56) ergibt a,, = %(a, + b, V6 + (5 — 2¢/6)™) oder

an = by V6 + (5 — 2V6)". (57)

Bezeichnen wir mit {x} den Anteil einer reellen Zahl nach dem Komma, also = |z] 4+ {z}, 0 <
{2} < 1. Da a, ganzzahlig ist, folgt aus (57) {b,v/6}+{(5—2v6"}) = 1. Nun geht (5—2v/6)" — 0
wegen wegen 5—2+v/6 < 1. Das heifit fiir groBe n, und sicherlich fiir n. = 990, gilt (5—2v/6)" = 0,00. ..
und daher {bn\/g} =0,99... Die erste Stelle nach dem Komma von aggg + bggov/6 ist demnach 9.



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 58

Sei nun A die Einerstelle von a”?° und B diejenige von 5%9°/6 also aggy = ... A und bgggv/6 =
..B,9... Aus (57) folgt A = B+ 1 (mod 10), und somit ist die Einerstelle von aggg + bggov/6
gleich A+ B=2A—1 (mod 10). Fiir Leser, die mit dem modulo Rechnen nicht vertraut sind - in
Abschnitt 12.1 (in Aigner) wird dies nachgeholt. Wir miissen also nur noch A bestimmen und dazu
benutzen wir die urspriingliche Rekursion (54). Die ersten Werte der Einerstelle  (mod 10) sind

S
3
=
3

O‘lﬂkw[\DHO‘ﬁ

Ul = O © Ut =
N O 0O NO

Die Einerstellen von a,, wiederholen sich also periodisch alle 4 Schritte. Insbesondere ist 990 = 2
(mod 4), also A =9, und wir erhalten das Ergebnis 2-9 — 1 =7 (mod 10), also ist 7 die gesuchte
letzte Ziffer vor dem Komma.

4.3 Erzeugende Funktionen vom Exponentialtyp
Fiir viele Zéhlfunktionen (a,) ist es vorteilhaft, anstelle der iiblichen erzeugenden Funktion die
Funktion B a
Az)=>" —
n>0
zu betrachten. Wir nennen A(z) die exponentielle erzeugende Funktion der Folge (ay,).

Multiplikation von zwei exponentiellen erzeugenden Funktionen A(z) = > n>0 %z",g(z) =
S nso 2™ ist einfach. Sei C(z) = Y ons0 2" mit C(z) = A(2)B(z). Nach der Produktformel (48)

in Abschnitt 4.1 erhalten wir

n
Cn Qg bnfk

nl =kl (n—k)!

also

n = zn: (Z) b (58)

k=0

Wegen des Auftretens von () heiBt (58) die Binomialkonvolution. Sind also die Z&hlfunktionen
(an), (by) und (c¢,) durch (58) verbunden, so kénnen wir sofort C'(z) = A(z)B(z) schlieflen.

Testen wir dies an einem einfachen Beispiel. Fiir die Exponentialfunktion e®* gilt

n>0

d.h. e ist die exponentielle erzeugende Funktion der geometrischen Folge (a®,al,...) Aus e%* =

eletb)2 folgt mittels (58) sofort
(a+b)" = Z <Z) akprk

k=0
d. h. der Binomialsatz ist nichts anderes als die binomiale Konvolution von Exponentialfunktionen.
Ein anderes Beispiel: In Abschnitt 2.1.3 haben wir ) -, (Z) 2" = (14 z)® erhalten. Schreiben

wir die linke Seite »°, -, ‘:L—,, so stellen wir fest, dass (14 2)* die exponentielle erzeugende Funktion
der Folge (a®) ist. Da D(1+ 2)%(1 4 2)® = (1 + 2)?*? gilt, erhalten wir mit Binomialkonvolution

(a+b)" = kz::) <Z) akprn=t
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oder

a+b " /a b
(2" -2 ()
k=0
unsere wohlbekannte Vandermonde-Identitéit (14) aus Abschnitt 2.5.4.

Was ist die exponentielle erzeugende Funktion der Derangementzahlen D,,? Auf Seite 22 haben
wir in (44) die Beziehung n! = Y, _ n(,) Dr gefunden. Die Folge (n!) ist also die binomiale Konvo-
lution der Folge (Dj) mit der konstanten Folge (1,1....), deren exponentielle erzeugende Funktion
natiirlich e* z ist. Nach (58) folgt daher fiir D(z) = > so 22,

n!

- !
D(z)ezzz%znzzznz 1iz’

n>0 " n>0

und wir schlieflen ﬁ(z) = f:; Fassen wir dies als Gleichung zwischen gewohnlichen erzeugenden
Funktionen auf, so wissen wir aus Abschnitt 1, dass die rechte Seite die ersten n Glieder von e~

aufsummiert. Also erhalten wir abermals unsere altbekannte Formel

D, = (=1)*
nl =2 K

k=0

z

Ganz allgemein entspricht unsere Binomial-Inversionsformel (42) aus Abschnitt 3.3 der selbst-
versténdlichen Gleichung

V(z) =U(2)e* <= U(z) = V(2)e™*

mit U(z) = ano un 2", V(z) = ano oz

Noch ein Beispiel, das die Prignanz der Methode der erzeugenden Funktionen deutlich macht.
Sei a,, die Anzahl der Abbildungen f von {1,...,n} nach {1,...,n} mit der Eigenschaft, dass j €
Bild (f) auch alle i < j in Bild (f) sind, ap = 1. Zum Beispiel erhalten wir as = 3 mit den
Abbildungen 1 — 1,2 — 1;1 — 1;2 — 2;1 — 2;2 — 1. Angenommen, f bildet genau k& Elemente
auf 1 ab, dann kénnen diese Elemente auf (Z) Arten gewéhlt werden, und der Rest kann auf a,_
Weisen auf {2,...n} abgebildet werden. Wir erhalten somit

n n n
a, = Ay 2a, = an_ + |n=0|.

Fiir die exponentielle erzeugende Funktion ergibt dies

24(z) = e*A(z) + 1

also
A(z) = —
2
Durch Entwickeln der rechten Seite erhalten wir
k
1 1 1 1 e? 1 knzm
2-e* 2 1—¢€2/2 _QZ<2> _ngﬂz n
k>0 k>0 n>0

und daraus mit Koeffizientenvergleich fiir z™:

k!
=Y

k>0

Wir haben also nicht nur eine kombinatorische Interpretation der Reihe ), - 2’,?% gefunden, wir

wissen auch, dass ihr Wert eine natiirliche Zahl, ndmlich a,,. Fiir n = 2 erhalten wir beispielsweise
3

2 ..
> k>0 st = 3 und fiir n = 3, > k>0 S = 13



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 60

4.4 Partialbruchzerlegung

Im Folgenden wollen wir einen anderen Weg beschreiben, Quotienten von Polynomen (als Potenzrei-
hen) zu berechnen. Der Schliissel liegt in der Darstellung von a(X)/b(X) als Partialbruch. Besitzt
b(X) eine Darstellung als s(X)t(X), so gibt es Polynome f(X), g(X) mit

a(X) _ 1Y), g(X)
bX) (X))

So gilt beispielsweise
5-3X 2 n 1
2-3X+X2 1-X 2-X’

Seien a(X), b(X) Polynome, so erhalten wir

wobei entweder 7(X) das Nullpolynom ist oder der Grad von r(X) kleiner als der von b(X) ist. Das
fithrt zu

a(X) (X) r(X)
b(x) TR
Mithin muss lediglich eine Partialbruchzerlegung fiir % gesucht werden.

Satz 4.5 FEs sei F' ein Korper und a(X),b(X) Polynome in F[X] mit
(i) deg a(X) < deg b(X).
(i1) b(X) = s(X)t(X), wobei s(X) und t(X) relativ prim sind.
(iii) bo # 0.
Dann gibt es Polynome f(X) und g(X) so dass
deg f(X) < deg s(X), degg(X) < degt(X),

und

a(X) _ f(X)

wobei diese Gleichung in F[[X]] gilt.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass s(X) und ¢(X) Inverse in F[[X]] haben, da aus sotg = by
und der Bedingung by # 0 folgt, dass so # 0 und tg # 0 ist.
Da der grofite gemeinsame Teiler von s(X) und ¢(X) gleich 1 ist, folgt

1= ACOHX) + p(X)s(X)

fiir geeignete Polynome \(X),u(X) € F[z]. Multipliziert man mit dem Polynom a(X) und setzt
F(X) = a(X)A(X) bzw. §(X) = a(X)u(X), so erhélt man

a(X) = F(X)H(X) +g(X)s(X).

Polynomdivision liefert B
f(X) = q(X)s(X) + f(X),
wobei der Grad von f kleiner als der von s ist. Setzt man diese Zerlegung nun ein, so folgt

a(X) = fX)HX) + g(X)s(X),

wobei g(X) = g(X) + ¢(X)t(X) gilt. Es bleibt zu zeigen, dass der Grad von g(X) kleiner als der
von t(X) ist.
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Nun gilt
dega(X) < degb(X), deg f(X)t(X) < deg s(X)t(X) = deg b(X).

Wegen ¢(X)s(X) = a(X) — f(X)t(X) folgt

deg g(X)s(X) = deg (a(X) — fF(X)tH(X)) < degb(X) = deg s(X)t(X).
Also ist deg g(X) < degt(X) wie verlangt. Dividiert man die Gleichung a(X) = f(X)t(X) +
9(X)s(X) schlieBlich durch b(X) = s(X)t(X), so erhélt man die Behauptung. L]

Es ldsst sich leicht nachweisen, dass die Polynome f(X) und g(X) aus dem Satz 4.5 eindeutig
festgelegt sind.
Hat nun ein Polynom b(X) die folgende Zerlegung in irreduzible Polynome

b(X) = p1(X)™ pa(X)™ - - pr(X)™,
so liefert wiederholte Anwendung von Satz 4.5

aX) _ mX) | h(X) o hX)
b(X) — pr(X)m T pa(X)m pe(X)me”

wobei deg hi(X) < degp;(X)™ (1 <4 < k). Sind insbesondere die irreduziblen Faktoren linear, also
b(X) = 5(0&1 - X)ml (012 — X)mz (ak _ X)mk’

so ergibt sich x) x) x)
a(X o hl X hg X o
WX)  (-Xm  (am—X)m T - Xy

wobei degh;(X) < my, 1 <i < k. Setzt man

h(X) =Tm +’Ym_1(og—X) 4. +'71(0¢ _X)m—l’

so erhilt man h(X)
_ 7 Y2 o Tm
@-X)" (@-X) @-xZ " Tla-xm

Beispiel 4.6 Man finde die Partialbruchzerlegung von

44+ X — X2
35X + X2+ X3

Wir zerlegen den Nenner in Linearfaktoren:
3-5X+X*+X? = (1-X)(3-2X—-X?)
= (1-X)1-X)3+X)
Also lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

4+ X — X2 A B c

3 X FX24 X3 1-X  (1I-X2 3+X

Multipliziert man beide Seiten mit (1 — X)?(3 + X) und fiihrt einen Koeffizientenvergleich durch,
so erhilt man das folgende Gleichungssystem

4 = 34 + 3B + C,
1 = —24 + B - 2,
-1 = -A + C,

Die Losung lautet: A = %, B=1,C=-

N
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4.5 Der binomische Lehrsatz fiir negative Exponenten

Betrachtet man (1 + X)~! als Potenzreihe, so lisst sich folgende Darstellung gewinnen:
A4+X)'=1-X+X2-X3+....

Also macht es Sinn, (14+X)~™ als formale Potenzreihe zu betrachten. Damit 14sst sich der binomische
Lehrsatz fiir negative Exponenten herleiten:

Satz 4.7 Der Koeffizient von X™ in der Potenzreihe (1 + X)™™ ist

(1)n<m +;zf 1)'

Beweis: Um das Minuszeichen zu vermeiden, betrachten wir (1 — X)~™. Aus
A-X)t=14+X+X>+---,

folgt, dass (1 — X)~™ Produkt von m Faktoren ist. Wir werden zeigen, dass der Koeffizient von X"
der Zahl der ungeordneten Selektionen mit Wiederholung entspricht.

Wir stellen uns vor, dass jeder Faktor einen Zeiger hat, der im Ausgangszustand beim Term 1
steht. Dann wéahlen wir eine ungeordnete Selektion mit Wiederholung vom Umfang n aus den m
Faktoren. Bei jeder Auswahl eines Faktors bewegen wir den Zeiger um eine Position nach rechts. Ist
also ein bestimmter Faktor i-mal angesprochen worden, so steht der Zeiger bei X*. Daher erhalten
wir fiir jeden der (m+:_1) moglichen Auswahlen einen markierten Term, insgesamt also den Faktor
X™. Jede dieser Auswahlen trigt 1 zum Koeffizient von X™ bei. Deshalb betrigt der Koeffizient
(™*"=1). Ersetzt man noch X durch —X, so ist ein Korrekturfaktor (—1)" beizufiigen. L]

n

Im Falle von (1 + X)~2 folgt
(PR = e (M) = o,

n n
somit lautet die Entwicklung von (1 + X)~?
1-2X +3X%—4X% 4.

Der bekannte binomische Lehrsatz und Satz 4.7 lassen sich zu einer Formel zusammenfassen. Man
definiert fiir « € Z und n € N

)

<a) ala—1)(a=2)--(a=n+1)

n n!

wobei (8‘) = 1 gesetzt wird. Fiir den Fall, dass « positiv ist, erhélt man aus einem fritheren Lemma
. Ist « eine negative Zahl, also @« = —m, so folgt

() - fmmolem o9 monty

n n!

amm+1)(m+2)---(m+n—1)
n!

-
—or(" Y

Dadurch lisst sich der binomische Lehrsatz wie folgt verallgemeinern

(1+X)"= (§>+<T>X+(§>X2+~-~+<S)X”+~-.

Im Allgemeinen steht dann auf der rechten Seite eine Potenzreihe, ist jedoch k eine positive Zahl,

so folgt
<k> =0 falls n>k.
n
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4.6 Homogene lineare Rekursionen

Beispiel 4.8 Der binomische Lehrsatz liefert ein nahe liegendes Beispiel:

(1+X)"= (S)*@“(5))"2*"'*@”*“'

ist eine erzeugende Funktion fiir die Folge
(2
Uy = .
n

Insbesondere fiir rekursiv definierte Folgen erweist sich die Methode, erzeugende Funktionen zu
benutzen, als sehr schlagkriftig. Es sei (u,)nen, eine Zahlenfolge mit ug = 0, uy3 = 1, ug = 5. Ferner
gelte

Up42 — dDUpy1 + 6u, = 0.

Sei nun U(X) die erzeugende Funktion von (uy)nen. Setzt man die ersten Werte ein, so erhélt man
U(X) = U +U1X—|—U,2X2 —|—U3X3 =+

0+ X 4 (5uy — 6ug) X > + (bug — 6ug) X> 4 ---
= X +5(uX? +usX?++) = 6(uoX? +ur X +---).

Somit ergibt sich
UX)=X+5XU(X) - 6X°U(X),

also

_ X

 1-5X +6X2

Nun lisst sich 1 —5X +6X? = (1—2X)(1—3X) schreiben, was zur folgenden Partialbruchzerlegung
fithrt:

U(X)

I
S 1-2X  1-3X°
Da sich aber (1 —2X)~! bzw. (1 — 3X)~! schnell entwickeln lassen, folgt

U(X)

UX)=—-(142X4+(2X)>+ )+ (1+3X +(3X)*+--1),
also u,, = 3™ — 2™,

In Verallgemeinerung des letzten Beispiels gehen wir von folgenden linearen Gleichungen aus:

Up =¢, U] =C1, ... Ug_1 = Ckp_1,

[HLE] { Untk + 01tnyp—1 + -+ aptn =0 (n > 0).

Satz 4.9 Fiir das durch [HLR] gegebene System lautet die Lisungsfunktion (als erzeugende Funk-
tion)
R(X)

UX)=
(X) 1+a1 X +as X2+ +ap XK’

wobei R(X) ein Polynom vom Grade kleiner als k ist.
Beweis: Wir betrachten das Produkt
(I+a X+ +aX"U(X)

= (14+aX+- - +aXb).
(up + w1 X + -+ up X" +--4).
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Der Koeffizient von X% lautet
Untk + @1Upsk—1 + -+ aguy, (0 >0).

Da aber (u,) die Rekursion [HLR] erfiillt, sind die Koeffizienten u,4; gleich Null. Die einzigen
Koeffizienten, die nicht verschwinden, sind jene von 1, X, ..., X*~! und daher ist das Produkt ein
Polynom R(X) vom Grad < k. Die nicht verschwindenden Koeffizienten von R(X) lassen sich auch
wie folgt gewinnen:

R(X) =up+ (u1 + a1ug) X + - + (ugp—1 + arup—2+ -+ + ak,luo)Xk_l.

Da die Werte von ug, u1, ..., ur—1 durch [HLR] festgelegt sind, ldsst sich R(X) durch [HLR] spezi-
fieren. (]

Wir definieren die Hilfsgleichung fiir [HLR] als
TF +a T 1+ 4 a, =0.

Deren eventuell im Korper vorhandene Wurzeln determinieren die erzeugende Funktion. Daher gehen
wir ab sofort davon aus, dass der zugrunde liegende Korper C ist.

Seien nun aq, g, ..., ay die Wurzeln der Hilfsgleichung mit den Vielfachheiten my,mo, ..., ms.
Dann kénnen wir die Hilfsgleichung wie folgt schreiben:

(T _ Otl)ml (T _ 042)7”2 . (T _ Oés)ms =0,
wobei my +ma + -+ + mg = k. Ersetzt man nun 7" durch 1/X, so folgt
R(X)
(1—ap X)meo (1 — g X)ms’

Satz 4.10 Es sei (un)nen eine Lisung von [HLR]; ferner habe die Hilfsgleichung die Wurzeln
a1, Qo, ..., a5 mit den Vielfachheiten my,ma, ..., ms. Dann gilt

U(X) =

u, = Pi(n)a} + Pa(n)ag + -+ 4+ Ps(n)al.
Dabei ist P;(n) firi=1,2,...,s ein Term der Form
Ag+An+ -4 Ay, 0™ h
Mit anderen Worten: P; ist eine Polynomfunktion in n vom Grade < m; — 1.

Beweis: Nach fritheren Ergebnissen ldsst sich U(X) schreiben als Summe von s Termen der

Gestalt
st V2 TYm

—aX T =axp T Zax)m
wobei in jedem solchen Term « = a; und m = m; ist. Wendet man die Binomialentwicklung an, so
lautet der Koeflizient von X" nun

1+n-—1 24+n-—1 m+n-—1
71( )an—‘rryg( )an—i_.—i—,)/m( )an.
n n n

Wir vereinfachen, benutzen (”il) = (”;Fl) und konnen diese Terme in der Form P(n)a™ schreiben,

wobei . )
n n+ n+m—
P(n) = e Yo )
(n) %(0>+72< . >+ +7 ( 1 )
Wegen
n+l\ (n+Dn+l-1)---(n+1)
1) I(l—1)---1
ist (”;rl) eine Polynomfunktion in n vom Grade I. Also ist P(n) eine Polynomfunktion in n vom
Grade hochstens m — 1. (]

Beispiel 4.11 Diskussion von Rekursionen vom Fibonacci-Typ

an = Aan—l + Ban—?a (’Il > 2)
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4.7 Rekursiv definierte Folgen als Objekte der Linearen Algebra

Die Analyse des letzten Abschnittes wollen wir noch einmal unter dem Licht der Linearen Algebra
erortern.
Wir betrachten erneut Folgen (uy,)nen,, tn € C, die der Rekursion

Untk T Q1Untk—1 + -+ QplUp = 0 (59)

geniigen. Wir verzichten jetzt allerdings auf die Angabe von Anfangsbedingungen. Ohne Schwierig-
keiten weist man nach:

Lemma 4.12 Die Menge L der Folgen (uy), die (59) erfillen, bildet im Folgenraum einen C-
Unterraum.

Es ist nahe liegend, die Frage nach der Dimension zu stellen. Eine Antwort ldsst sich dadurch ge-
ben, dass wir eine Basis von L beschreiben. Dabei fragen wir uns zunéchst, ob eventuell geometrische
Folgen in L liegen. Wir erhalten als Ergebnis:

Lemma 4.13 FEs sei (u,) = (") eine Folge. Diese Folge erfillt (59) genau dann, wenn o eine
Wurzel der Hilfsgleichung ist.

Beweis: Man berechnet ohne weiteres, dass (a")nen, genau dann (59) erfiillt, wenn
an-i—k +a1an+k—1 +"'+(lk0£n -0

geniigt, was zu
o a0 4 ajadar =0
fiihrt. m
Das letzte Lemma macht versténdlich, warum in Satz 4.10 die geometrischen Folgen auftauchen.

Schlieflich weist man nach, dass fiir verschiedene Nullstellen (af'), (o) die Folgen mit n € Ny linear
unabhéngig sind.

Lemma 4.14 Es seien (a})nen, (aF)nen geometrische Folgen mit oy # a. Dann sind diese Folgen
linear unabhdngig.

Auf die Diskussion des Falls einer Vielfachheit einer Nullstelle wollen wir hier verzichten.

4.8 Der inhomogene Fall

Komplizierter wird die Situation, wenn ein inhomogener Stérterm auftritt.
Upg = ¢, Uy =-C€, «-., Ug—1 = Ck—1,
Utk + Q1Unig—1 + -+ agun = f(n) (0 >0).

Dessen Form selbst bestimmt nun wieder den Ansatz. Es soll hier nicht auf die allgemeine Theorie
eingegangen werden. Wir beschrinken uns auf die Angabe eines Beispiels: Es seien

w =0, u; =1, Upto—uUpy1 —6u,=n (n>0).
Es sei U(X) die zugehorige erzeugende Funktion. Mit den iiblichen Techniken erhalten wir
(1 - X — 6X2)(U() + ulX + U2X2 + .- )
= g+ (ug —up)X + (ug — ug — 6ug) X2+ -+ 4 (Upyo — Upp1 — 6uy) X" T2 4.
= X4+ (X342Xt 4. X2
X+X3(1-X)2
Wegen 1 — X —6X2 = (1+2X)(1 —3X) gilt fiir die erzeugende Funktion U(X) schlieBlich

X —-2X%2+4+2X3

(1+2X)(1 =3X)U(X) = =1
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und somit
X —2X?24+2X3
UX) = a
(1+2X)(1-3X)(1-X)?
A B C D
+ +

T lrex Tiosx Tiox ta—xp

fiir gewisse noch zu ermittelnde Konstanten A, B, C, D. Ein lineares Gleichungssystem liefert dann

2 1 5 1

A= P=p 36

Das fithrt zur Losung
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5 Diskrete Strukturen und Geometrie

5.1 Designs

Im Folgenden werden wir uns kurz mit kombinatorischen Grundmustern beschéftigen, die im Grenz-
bereich von Kombinatorik, Statistik und Geometrie liegen. Thr weiter gehendes Studium gehort in
eine Spezialvorlesung, hier geht es uns insbesondere um das Vorstellen von Grundideen und das
Aufzeigen kombinatorischer Z#hlprinzipien.

Wir stellen uns folgende Situation vor: Ein Hersteller méchte ein neu entwickeltes Produkt testen.
Dabei stehen v unterschiedliche Ausfithrungen zur Diskussion. Dieser Test sollte dem Grundsatz
geniigen:

(i) Jeder Verbraucher sollte die gleiche Anzahl, ndmlich k& Ausfithrungen kennenlernen.

(ii) Jede Ausfiihrung sollte von der gleichen Anzahl von Testpersonen, némlich r, {iberpriift wer-
den.

Ist v =8, k =4 und r = 3, so konnte ein moglicher Versuchsplan lauten:
1234, 5678, 1357, 2468, 1247, 3658,

wobei wir die unterschiedlichen Ausfiihrungen mit den Ziffern 1 bis 8 bezeichnet haben.

Definition 5.1 FEs sei X eine v-Menge. Fine Menge B von k-Teilmengen von X heiffit Design oder
Blockplan mit den Parametern (v, k,r), wenn jedes x € X zu genau r Teilmengen in B gehért. Die
Teilmengen bezeichnen wir vielfach als Blocke des Design.

Das obige Beispiel beschrieb schon eine konkrete Situation.
Ist B ein Design, denn zdhlen wir die Elemente der Menge

{(z,B) |z € X,z € B, Be B}
. Zweifache Abzéhlung liefert die Identitét
r-v==b-k,

wobei b = |B gesetzt wurde. Somit folgt b = %2 < (}), denn (}) ist die Zahl der k-Teilmengen von

X. Die néchste Aussage geht noch einen Schritt weiter:

Satz 5.2 FEs gibt genau dann einen Blockplan mit den Parametern (v, k,r), wenn

k|lvr und % < <Z) (60)
gelten.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung wurde gerade hergeleitet. Ferner beachte man, dass

gilt
£< v —s < v—1
= \k "=ko1)

Letzteres ist klar, da jedes x, das in einem B € B auftritt, von k — 1 von x verschiedenen Elementen
aus X ’begleitet’ wird.

Wir setzen die Giiltigkeit der Parameterbedingung (60) voraus. Es sei b = vr/k und B eine
Menge von b verschiedenen k-Teilmengen einer v-Menge X. Wir definieren

S:={(z,B) |z € X, Be B,z € B}, (61)

also ist

S| = ZTx(S)Z ZTB(S):bk:’UT.

reX BeB
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Gilt fir alle € X bereits r,(S) = r, dann ist B schon ein Design. Andernfalls gibt es z1, 25 € X
mit r,, (S) > r > r,,(S). Wir definieren

By: = {BeB:x € Bund zy ¢ B},
By: = {BeB:xy€ Bund z; ¢ B}.

Fiir B € By sei B* := (B\{x1})U{z2}. Setzen wir n := |{B € B | 21,22 € B}|, so gilt |B1| =1z, —n
und |Bz| = 7, —n und es folgt |B1| > |Bz|. Daher gibt es mindestens ein By € By mit B ¢ Bs. Fiir
B':= (B\ {Bo})U{Bj} sei S’ definiert analog wie (61) fiir B. Dann gilt fiir alle z; € X, 2 <i<w
auch ry, (8”) = ry, (5) und auch ry, (S") = 14, (S) — 1, 74, (S) = 12, (S) + 1. Also liegt B’ 'néher’ an
einem Design als B. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten gewinnt man aus B ein Design. m

Wir bemerken, dass die zweite Bedingung zu

< v—1
"=\ko1

umgeschrieben werden kann. Auf diese Weise ldsst sich auch einsehen, dass diese Bedingung not-
wendig ist: jedes Element x, das in einem Block auftritt, wird von k — 1 der restlichen v — 1 Objekte
begleitet. Folglich kann x nicht mehr als (Zj)-mal auftreten.

Die Bedingung, dass jedes Element in der gleichen Anzahl von Blécken auftritt, kann auf ver-
schiedene Weisen verschérft werden. Man konnte etwa verlangen, dass jedes Paar in der gleichen
Anzahl von Blocken enthalten ist bzw. allgemeiner

Definition 5.3 FEs sei X eine v-Menge. Dann heifit eine Menge B von k-Teilmengen von X ein
t-Design mit den Parametern (v,k,r.), wenn fir jede t-Teilmenge T von X die Zahl der Blicke, die
T enthalten, genau 1 betrdgt.

Die bisher betrachteten Designs sind im Sinne dieser Definition 1-Designs. Es wird sofort klar, dass
die endlichen projektiven Ebenen als 2-Designs auftreten. Das néchste Beispiel zeigt ein 3-Design
mit v =8 und k = 4:

1235 4678
1346 2578
1457 2368
1568 2347
1267 3458
1378 2456
1248 3567

Es liegt auf der Hand, dass es eine miihsame Arbeit ist, im Einzelnen nachzuweisen, dass es sich
um ein 3-Design handelt. Jede 3-Teilmenge tritt in genau einem der 14 Blocken auf, etwa {2, 3,8}
im Block 2368 und in keinem weiteren Block. Dieses Design ist allerdings kein 4-Design, weil etwa
{1,2,3,6} nicht in einem Block auftritt.

Satz 5.4 Ist B ein t-Design mit den Parametern (v,k,r:), so ist B auch ein s-Design fir alle
s=1,2,...,t—1.

Beweis: Offenbar geniigt es, die Behauptung fiir s = ¢ — 1 zu zeigen.
Sei X die v-Menge der Objekte und ¥ C X mit | Y |=¢ — 1. Wir definieren:

S={(z,B)|zeX\Y,BeB,{z}UY C B).

Da z nicht in der ¢ — 1-Menge Y liegt, gibt es v — (t — 1) Moglichkeiten fir z und zu jedem x
wiederum r; Moglichkeiten fiir B, da {x}UY eine t-Teilmenge von X ist, also | S |=r:- (v —t+1).

Auf der anderen Seite sei 7, die Zahl der Blocke mit Y C B. Fiir jedes solche B ist jedes der
k — (t — 1) Elemente von B\Y ein mogliches x. Also ist die Zahl der Paare (z, B) auch gleich
(k—(t —1)) - ry. Gleichsetzung der beiden Terme liefert

ry-(k—(@t—-1)=r-(v—t+1).
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Da ry nur von v,t, k abhéngt, folgt die Behauptung. [

Der Beweis des letzten Satzes lasst sich noch weiter auswerten. Er liefert eine Formel fiir die
Abhéngigkeit von r;_; von 7y, ndmlich

v—t+1
T =Tp ———.
t—1 A ——
Konkret im obigen Beispiel gilt mit v = 8,k = 4 und r3 = 1 schlielich
v—2 v—1
= . :3 = . :7.
rp=r3c oo =3, =Ty

Satz 5.5 (i) Ist B ein t-Design mit den Parametern (v,k,r), dann gilt fir das s-Design B,
1<s<t-—1

(v=s)(v—s=1)---(v=t+1)

(k—s)(k—s—1)---(k—t+1)

Trs = T¢

(ii) Gibt es ein t-Design mit den Parametern (v, k,r¢), dann gilt fiir jedes s mit 0 < s < t—1 stets
(k—=s)k—s—=1)---(k—t+ 1) |r(v—s)(v—s—1)---(v—t+1).

Beweis: Aus dem Beweis von (5.4) folgt: ry—q = ry - % Wiederholte Anwendung liefert die

Behauptung; beachte r1 = r;_;_1). n

Die Teilbarkeitsbedingung in (ii) hilft, gewisse Parametermengen auszuschlieBen. Ist etwa v =
56, k = 11 und ry = 1, so ergeben sich:

(s=0): 11x10 | 56x55
(s=1): 10 |55 '

Im Unterschied zu den 1-Designs sind diese Teilbarkeitsbedingungen nur notwendig, nicht jedoch
hinreichend.

5.2 Zyklische Konstruktion von Designs

Es sei K C Z,, und @ € Z,, beliebig, dann bezeichnet K + i jene Teilmenge von Z,,, die durch
Komplexaddition entsteht:
K+i={x+i|ze€K}.

Lemma 5.6 Es seim € N und K C Z,,. Sind die m Teilmengen K +1, i € Z,, paarweise verschie-
den, dann bilden diese Teilmengen Blicke eines 1-Designs B mit den Parametern v =m, k = |K|
und r = k.

Beweis: Um dies zu beweisen, beachte man, dass ein beliebiges Element a € Z,, genau dann in K +14
auftritt, wenn a = x + i fiir ein z € K gilt. Diese Aussage ist dquivalent zu 0 = x + (¢ — a), woraus
folgt, dass 0 im Block K + (i — a) liegt. Daher ist a genau dann in den Blécken

K+in, K +io,y ..., K + i,

enthalten, wenn
0eK+(i1—a), K+ (i2—a),..., K + (i, — a)

liegt. Somit liegen 0 und jedes beliebige a in der gleichen Anzahl r von Blocken. Nach Konstruktion
ist v = m. Die Zahl der Blocke b ist ebenfalls m, so dass wegen bk = vr die Wiederholungszahl r
gleich der Blockgrofe k ist, also r = k = | K|, wie behauptet. [

Von Interesse ist die Situation, in der jeder Block gleichviele Elemente aus K enthilt. Diese
Beobachtung ist Anlass zur folgenden Definition.
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Definition 5.7 Eine Teilmenge K C Z,, heifit eine Differenzmenge?®, wenn fiir beliebige x # y € K
die Differenz x —y jeden Wert # 0 in Z,, gleich oft annimmt.

Beispiel 5.8 Man rechnet schnell nach, dass die Teilmenge {0,2,3,4,8} aus Zq; eine Differenz-
menge ist, wie eine entsprechende Tabelle zeigt:

0 2 3 4 8
0 -9 8 7 3
2 2 — 10 9 5
3 31 — 10 6
4 4 2 1 - 7
8 8 6 4 -

Satz 5.9 FEs sei K C Zy, eine Differenzmenge. Dann sind die Mengen K + i, mit i € Z,, Bliocke
eines 2-Designs mit den Parametern

v=m, k=|K|, roe=k(k—1)/(m-1).
Beweis: Es seien a,b € Z,,. Da K eine Differenzmenge ist, hat die Gleichung
r—y=a-—>
k(k —1)/(m — 1) Losungen mit z,y € K. Fiir jede Losung (z,y) sel ¢ = ¢ — z. Dann ist
a=xz+i, b=a—(x—y)=y+i,

und a und b gehoren beide zu K + i. Daher ist jede 2-Teilmenge {a,b} aus Z,, enthalten in r =
k(k—1)/(m —1) Blocken K + ¢ und K folglich ein 2-Design. ]

Es ist im Allgemeinen schwierig, fiir gegebene Werte m und k Differenzenmengen anzugeben,
selbst wenn man die offensichtlich notwendige Bedingung, dass m — 1 die Zahl k(k — 1) zu teilen
hat (r ist dann eine ganze Zahl), voraussetzt. Die Konstruktion spezieller Differenzmengen ist eine
eigenstédndige anspruchsvolle Disziplin.

5.3 Lateinische Quadrate

Ausgangssituation ist eine klassische Aufgabe der Unterhaltungsmathematik, die der Mathematiker
EULER 1782 am Petersburger Hof zu l6sen versuchte:

e 1. Vorgabe: Man positioniere 36 Offiziere aus 6 verschiedenen Regimentern in einem 6 x 6
Quadrat, dass jedes Regiment genau einmal in jeder Zeile und in jeder Spalte vertreten ist.

e 2. Vorgabe: Diese Offiziere sind insgesamt sechs verschiedenen Dienstrangen zuzuordnen.

Ist es moglich, die Aufstellung auch so vorzunehmen, dass zusdtzlich in jeder Zeile und in jeder
Spalte jeder Dienstgrad genau einmal vertreten ist? Die Losung blieb lange offen, EULER vermutete,
dafl das Problem keine positive Losung besitzt.

Definition 5.10 Es sei K eine n-Menge. Unter einem lateinischen Quadrat L der Ordnung n
versteht man eine n X n-Matriz, in der in jeder Zeile und jeder Spalte jedes Element aus K genau
einmal vertreten ist.

Ohne weiteres kann man K = {0,1,...,n — 1} annehmen. Allerdings kommt die Bezeichnung latei-
nisch daher, dass man im 18. Jahrhundert bei solchen Quadraten, die damals nur in der Unterhal-
tungsmathematik vorkamen, zur Belegung der Felder nicht Zahlen, sondern lateinische Buchstaben
verwandte.

Die Bedeutung der Restklassenmengen Z,, unterstreicht der folgende offensichtliche Satz:

29Man beachte, dass es unterschiedliche Definitionen gibt; siche z. B. Beutelspacher; Rosenbaum: Projektive Geo-
metrie. Vieweg 1992.
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Satz 5.11 Fiir jedes m > 2 ist die folgende Matrix
L(i,j)=1i+j, 4,j€Ln
ein lateinisches Quadrat.

Definition 5.12 Zwei lateinische Quadrate Ly, Lo heiffen zueinander orthogonal, wenn es fir jedes
Paar (k, k") € Zy, X Zyy genau eine Position (i,j) gibt mit

Ll(imj):ka L2(Z7j):k/

FEine Menge von m lateinischen Quadraten heifit paarweise orthogonal (pairwise mutually orthogo-
nal), wenn jedes Paar von lateinischen Quadraten orthogonal ist.

Die Frage nach der maximalen Grofle einer Menge von paarweise orthogonalen lateinischen Qua-
draten der Ordnung n kann als eine der tiefsten zentralen Fragen der Geometrie und Kombinatorik
bezeichnet werden. Genau danach hatte man eigentlich Euler seinerzeit gefragt. Die Antwort, die
zu Beginn dieses Jahrhunderts durch TARRY gegeben werden konnte, lautete: Es gibt kein Paar
orthogonaler lateinischer Quadrate der Ordnung 6. EULER vermutete nun weiter, dass 6 (neben 2)
wohl nicht die einzige Ausnahmeordnung sein kénne und dass zu keiner geraden, nicht durch 4 teil-
baren Ordnung orthogonale lateinische Quadrate existieren wiirden. Erst 1959/60 konnten BOSE,
PARKER und SHRIKHANDE diese Euler’sche Vermutung widerlegen; sie gaben sogar fiir jede gerade,
nicht durch 4 teilbare Ordnung > 10 ein Verfahren zur Konstruktion eines Paares orthogonaler
lateinischer Quadrate an. Andererseits hatte schon EULER zeigen konnen, dass es zu jeder entweder
ungeraden oder aber durch 4 teilbaren Ordnung ein solches Paar gibt. Somit sind tatséchlich 2 und
6 die einzigen Ordnungen, zu denen es keine orthogonalen lateinischen Quadrate gibt3°.

Satz 5.13 Es seip eine Primzahl und t € Zy, t # 0. Dann definiert die Vorschrift
Lt(z7]):tl+]7 iajEZp

ein lateinisches Quadrat. Fiir jedes Paar (t,u) mit t # u sind die lateinischen Quadrate Ly und L,
zuetnander orthogonal.

Beweis: ohne Beweis in der Vorlesung ]

30ygl. insbesondere die Ausfiihrungen in dem Buch von PICKERT, G.: Einfiihrung in die endliche Geometrie. 1974.
Stuttgart: Klett.
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6 Gruppen
6.1 Begriffliches

Wenngleich die néchste Begriffsbildung eigentlich als bekannt vorausgesetzt werden kann, erwihnen
wir sie der Vollstdndigkeit halber. Historisch geht die formale Definition auf das Jahr 1882 zuriick
([13] resp. [7], p. 13). Jedoch sind schon seit den Zeiten Euler’s Argumentationen und Fragestellungen
bekannt, die wir heute der Gruppentheorie zuordnen.

Definition 6.1 Fine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heifit Gruppe, wenn (G, x) die
folgenden Figenschaften hat:

(i) (G1

(
(
(
(

Fiir alle z,y € G gilt: x xy € G.

G3

G4) Fiir alle x € G gibt es ein 2’ € G mit xx ' =2’ xx =e.

)
G2) Fiir alle x,y,z € G gilt: (xxy)xz=x* (y * 2).
) Es gibt ein Element e € G mitexx = x xe =z fiir alle x € G.

(ii) Gilt iberdies

THY=Y*T
fiir alle z,y € G, so heifit (G, *) eine abelsche3! oder kommutative Gruppe.

(iii) Ist G eine endliche Menge, so heifst (G, x) eine endliche Gruppe; die Elementeanzahl von G
wird als Ordnung bezeichnet, in Zeichen |G |. Andernfalls sprechen wir von einer unendlichen
Gruppe.

Offensichtlich wird in (G1) sichergestellt, dass (G, ) ein Verkniipfungsgebilde ist. (G2) konstatiert
das Assoziativgesetz fiir die Verkniipfung, wihrend in (G3) die Existenz eines neutralen Elements
gefordert wird. (G4) ist fiir die Existenz eines jeweiligen inversen Elements verantwortlich.

Im Folgenden werden wir als Verkniipfungszeichen meist - verwenden bzw. den Punkt ganz
weglassen. Das zu z inverse Element schreibt sich dann als z~!. In kommutativen Gruppen wihlt
man vielfach + als Verkniipfungszeichen. Das neutrale Element (siehe (G3)) schreibt man dann als
0, das zu x inverse Element als —z.

Bevor wir nun Beispiele angeben, wollen wir eine scheinbare Offenheit unserer Definition ausraum-
en.

Lemma 6.2 Es sei (G,-) eine Gruppe. Dann gelten:
(i) Es gibt genau ein Element e mit e-x =x -e =z fiir alle x € G.
(ii) Zu jedem x € G gibt es genau ein Element 2’ € G mitx -2’ =2’ -z =e.

Beweis: elementares Nachrechnen ]

31penannt nach dem dénischen Mathematiker Niels Henrik Abel - geboren 5. August 1802, gestorben am 6. April
1829) in Froland, Norwegen- war ein norwegischer Mathematiker.

Abel war der Sohn von Soren Georg Abel, einem Theologen und Philologen, und Ane Marie Simonson. Er hatte
sechs Geschwister. Abel besuchte 1821 die Universitdt von Christiania (Oslo). Er arbeitete von 1825 - 1827 im
Ausland, vorwiegend in Paris, Berlin und Géttingen. Nach seiner Riickkehr wurde er Dozent an der Universitit und
Ingenieurschule in Christiania.

Abel formulierte die Theorie des elliptischen Integrals um in die Theorie der elliptischen Funktionen, indem er
deren inverse Funktionen benutzte. Auf diesem Gebiet arbeitete er mit Carl Gustav Jacob Jacobi zusammen.

1824 bewies er, dass die allgemeine Gleichung fiinften Grades nicht durch eine Formel gelost werden kann, die
nur Wurzeln und arithmetische Grundoperationen verwendet. Abel war neben Galois, der Abels Untersuchungen zur
Unlésbarkeit von Gleichungen (Satz von Abel-Ruffini) auf spezielle Gleichungen verallgemeinerte (sog. Galoistheorie),
ein wichtiger Mitbegriinder der Gruppentheorie. Abel starb 1829 an Lungentuberkulose.

Nach Abel sind die abelschen Gruppen und die abelschen Integrale benannt, auerdem vergibt die norwegische
Akademie der Wissenschaften seit 2003 den Abel-Preis.
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Beispiele 6.3 (i) die Menge der ganzen Zahlen (Z,+); die Menge der Restklassen (Z,,+) bei
Division durch m hinsichtlich der Addition resp. die Menge (U(Z,,), ) der invertierbaren Rest-
klassen hinsichtlich der Multiplikation.

(ii) die unmittelbar beschreibbaren Gruppen mit kleinen Elementeanzahlen, etwa Vj als Klein’sche
Vierergruppe.

(iii) die additiven bzw. multiplikativen Gruppen der Kérper Q,R und C.
(iv) die symmetrischen Gruppen (S, 0) der Permutationen endlicher Mengen.

(v) die geometrischen Symmetriegruppen (D,,, o) der regelméfigen n-Ecke, die so genannten Die-
dergruppen.

(vi) GL,(F) ={A| A ist eine n x n-Matrix mit Eintrdgen aus F' und detA # 0}.

Wir geben nun weitere elementare Begriffsbildungen an:
Definition 6.4 Fs sei (G,-) eine Gruppe.

(i) PEine nichtleere Teilmenge U C G heifst Untergruppe, falls zy~ € U fiir alle x,y € U gilt, in
Zeichen: U < (G.

(ii) Es sei x € G und m die kleinste natiirliche Zahl, fir die ™ = 1 gilt. Dann heifit m die
Ordnung des Elementes x und wir schreiben |x|. Gibt es kein solches m, so sagt man, dass x
unendliche Ordnung habe.

Lemma 6.5 Es sei (G,-) eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt:
9°=1<=|g||s.

Beweis: offensichtlich =

6.2 Homomorphismen

Ahnlich wie in der Linearen Algebra lineare Abbildungen die zu Vektorrdumen passenden Abbil-
dungen sind, werden wir nun strukturvertrégliche Abbildungen definieren und diskutieren.

Definition 6.6 Es seien (G, *),(H, ') Gruppen und ¢ : G — H eine Abbildung. Die Abbildung
@ heifft ein Homomorphismus, falls o(z *y) = @(x) " ¢(y) fir alle z,y € G gilt. Ist G = H,
so spricht man auch von einem Endomorphismus. Ist ¢ eine bijektive Abbildung, so heifit ¢ ein
Isomorphismus. Ist ¢ ein Isomorphismus und G = H, so spricht man von einem Automorphismus.

Gruppen, zwischen denen ein Isomorphismus konstituiert werden kann, heilen auch isomorph. Ohne
Beweis erwidhnen wir:

Lemma 6.7 Es sei o : G — H ein Isomorphismus der Gruppen (G, x) und (H,«'). Dann ist auch
1

™ ein Isomorphismus.

Man beachte, dass nicht in jeder Theorie die Umkehrung eines bijektiven Isomorphismus wieder ein
Isomorphismus sein muss. So sind die Umkehrabbildungen von bijektiven, ordnungstreuen Abbil-
dungen nicht notwendigerweise ordnungstreu.
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6.3 Zyklische Gruppen

Ziel unserer Darlegungen ist es, einen moglichst grofien Vorrat an Standardbeispielen von Gruppen
zu préisentieren. Die einfachste Klasse und dennoch eine iiberall auftretende Klasse von Gruppen ist
die Klasse der zyklischen Gruppen. Zyklische Gruppen werden einerseits durch ihre Eigenschaften
charakterisiert und definiert, anderseits stellt sich die Frage, wie sie realisiert werden, m.a.W. welche
Modelle sie besitzen. Beide Fragen werden wir beantworten.

Definition 6.8 FEine Gruppe G heifit zyklisch, wenn ein Element x € G existiert, so dass G =
{z™ | n € Z}. Wir schreiben G = (x).

Es ergeben sich zwei Typen von Féllen. Einerseits kann das erzeugende Element x eine unend-
liche Ordnung besitzen, also G = {..., 272,271, 2% 21, 2% ...} und wir schreiben G = C4. Eine
Realisierung ist z.B. die additive Gruppe (Z, +) = (1) und wie man sich {iberzeugt, ist jede zyklische
Gruppe, deren Erzeuger unendliche Ordnung hat, isomorph zu (Z,+). Hat der Erzeuger die Ord-
nung m, also C,, = {z%| i =0,...,n— 1}, so ist jede andere zyklische Gruppe mit dieser Eigenschaft
ebenfalls von diesem Isomorphietyp. Wie wir weiter unten noch sehen werden, lassen sich die zy-
klischen Gruppen C,, durch die Kongruenzengruppen (Z,,, +,) realisieren. Dadurch sind schon alle

zyklischen Gruppen gegeben - und wir wiederholen nochmals unsere Argumentation:

Satz 6.9 FEs sei G eine zyklische Gruppe. Dann ist G entweder zu (Coo, ) oder zu einem (Cy,-) fir
ein n € N isomorph. Insbesondere sind alle zyklischen Gruppen kommutativ.

Beweis: Es sei G eine zyklische Gruppe. Sind alle Potenzen von z untereinander verschieden,
so liegt die Menge der Elemente {1,z,2z2,...,2",...} sicher in G. Dann ist es nicht méglich, dass
zwei Potenzen von z ! iibereinstimmen, wie man leicht nachrechnet. Gleichzeitig stimmt auch keine
Potenz von  mit einer nichttrivialen von z~! iiberein, mit anderen Worten:

-3 -2 -1 1.2 .3
G={...,z77 "%z ", La",a*,2°,...}.

Offensichtlich beschreibt: _
Qi

einen Isomorphismus von (Z, +) nach (G, -), d.h. (G, ) ist zur additiven Gruppe der ganzen Zahlen
isomorph.

Wir betrachten nun den Fall einer zyklischen Gruppe G = (z), wobei die Potenzen von x nicht alle
verschieden sind. Es lasst sich leicht begriinden, dass auch als fragliche Exponenten auch positive
ganze Zahlen in Frage kommen. Dann gibt es ein kleinstes m < k, m,k € N mit 2™ = z¥, also
x#~™ =1 fiir die natiirliche Zahl k — n. O.B.d.A. gibt es eine kleinste natiirliche Zahl n € N mit
2" = 1. Dann ist

G={l,z,2°%. .. 2"},

und diese Menge ist abgeschlossen gegeniiber der Multiplikation und der Inversenbildung. Das Rech-
nen in G gehorcht, wie man leicht sieht, der modulo-n Addition, d.h. (G,-) & (Z,,+). n

6.4 Kongruenzen

Wir schliefen noch einmal an die Charakterisierung der zyklischen Gruppen an und beleuchten
entsprechende Aspekte von einer anderen Seite, nimlich aus dem Kontext des Rechnens mit Kon-
gruenzen. Im Folgenden sind, wenn nichts anderes gesagt wird, die auftretenden Elemente ganze
Zahlen.

Definition 6.10 Es seien x1,z2 € Z, m € N. Wir sagen, dass x1 kongruent zu zo modulo m ist,
in Zeichen
1 = 2o (mod m)

falls m die Zahl x1 — x5 teilt.
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Man zeigt durch direktes Nachrechnen, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist. Die von
x erzeugte Aquivalenzklasse {2’ € Z | z = 2’ (mod m)} bezeichnen wir mit [2],,. Diese Aquivalenz-
relation ist auch mit den Verkniipfungen in Z vertréglich; in solchen Féllen spricht man auch von
einer Kongruenzrelation. Wiederum durch elementares Nachrechnen rechtfertigt man den néchsten
Satz:

Proposition 6.11 Es sei m € N und x1, x2, y1, y2 € Z mit
z1 =x9 (mod m), y; =y (mod m).
Dann gelten:
(i) 1 +y1 = 22 + y2 (mod m)
(il) z1y1 = 22y2 (mod m).
Auf diesen elementaren wie fundamentalen Regeln beruhen Quersummenkriterien. Aufgrund von

Proposition 6.11 liefert die Addition- resp. Multiplikationsverkniipfung wiederum eine volle Aqui-
valenzklasse. Nun kann man auf diesen Aquivalenzklassen Komplexoperationen definieren, ndmlich

[@]m +m Wlm = {2 +9 | 2" € [2]m, ¥ € [ylm}
(@] m W = {2" -y |2 € [2]m, ¥ € [Ylm}

Die Menge aller Aquivalenz- oder auch Resteklassen modulo m bezeichnen®? wir mit Z,,

6.4.1 Die Gruppen und Ringe Z,,

Dieses Rechnen mit den Aquivalenzklassen geniigt dhnlichen Grundsiitzen wie das Rechnen in Z33,
némlich

Proposition 6.12 Es seien a,b,c € Zy,, 1 = [1], und 0 = [0],,. Dann gelten:
(i) a+mbeZ,
(ii) a+mb=b+na
(iii) (a+mb)+mc=a+m (b+mc).
(iv) a+m 0=a.
)

Jedes Element aus Z, ldsst sich als endliche Summe von 1 darstellen. Ferner ist jede m-fache
Summe eines beliebigen Elements gleich 0 € Zy,

(v

Mit anderen Worten: (L, +m) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m.
Wir konnen allerdings auch noch mehr aussagen:

Proposition 6.13 Mit den bekannten Verkniipfungsdefinitionen ist (Z,, +m, m) €in kommutativer
Ring.

Die eine Restklasse erzeugenden Elemente werden auch als Reprdsentanten der Restklasse be-
zeichnet. Offensichtlich bilden die Zahlen 0,1,...,m — 1 ein volles Reprdsentantensystem.

Im Folgenden werden wir die Indizes bei den Verkniipfungen weglassen.

Hinweis: Manchmal ist es giinstiger, anstelle der Klassen mit diesen ausgezeichneten Reprisen-
tanten zu rechnen. Fiir die Finfachheit der Objekte (z.B. die Zahlen 0 bis m — 1) muss man dann
mit einer nicht mehr so glatten Verknipfungsvorschrift bezahlen (z.B. Fallunterscheidungen). Da
das Rechnen mit den Repréasentanten im Falle m = 12 dem Rechnen auf der Uhr entspricht, ist in
der didaktischen Literatur auch von der so genannten Uhrenarithmetik die Rede. Mathematisch sind
beide Betrachtungsweisen gleichwertig. Wir werden daher zwischen beiden moglichen Représentati-
onsformen hin- und her schalten.

32Hier ist zu beachten, dass wir die Bezeichnung Z eigentlich schon vergeben haben, niamlich fiir die einer zyklischer
Gruppe der Ordnung m. Diese ist aber bis auf Isomorphie einzig - und man iiberlegt sich schnell, dass die hier
diskutierte Restklassenaddition genau dieses Merkmal aufweist.

33M.a.W.: Jedes Element a € Zy, ist eine Klasse [x]n, fiir ein geeignetes = € Z.
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6.4.2 Invertierbare Elemente

Definition 6.14 FEin Element r € Z,, heifst invertierbar, falls es ein x € Z,, mit re = 1 € Zp,
gibt. Man bezeichnet auch x als das Inverse von r, und wir schreiben x = r~'. Fir die Menge
der invertierbaren Elemente von Z., schreiben wir U(Z,,). Die Elemente von U(Z,,) werden auch
Einheiten von Z,, genannt.

Der folgende Satz kennzeichnet die invertierbaren Elemente in Z,, durch Eigenschaften ihrer Re-
prasentanten.

Proposition 6.15 Das Element r € Z,, ist genau dann invertierbar, wenn r, m als Elemente von
Z relativ prim sind, d.h. ggT(r,m) = 1.

Beweis: Zunéchst rechtfertigt man die folgende Aussage:
geT(r,m) =1 <= gegT(r + km,m) = 1 fiir beliebiges k € N.

Es seien r, m relativ prim. Dann gibt es z,y € Z mit xr + ym = 1, was (2], - [r]m = [1]m nach
sich zieht, also ist [z],, invertierbar in Z,,.

Sei umgekehrt [z],[r]m = 1, also rz = 1 — km fiir ein k € Z. Dann ist rz + km = 1, also ist der
geT(r, m) ein Teiler von 1, was die Behauptung beweist. m

Wir erinnern an die Definition der Euler’schen ¢-Funktion:

¢(m) = {z € N | ggT(m,z) = 1}|.

Sie bestimmt offenbar die Anzahl der invertierbaren Elemente von Z, d.h. es gibt genau ¢(m)
verschiedene Einheiten in Z,,. Die nichste Aussage ist, wenn auch elementar, eine klassische Aussage
der elementaren Zahlentheorie, die jedoch auch als gruppentheoretische Aussage verstanden werden
kann.

Offensichtlich ist mit zwei Elementen aus U(Z,,) auch das Produkt in U(Z,,); ist ferner z €
U(Zy,), so auch das Element 271 € U(Z,,). Setzt man

YU(Z) ={2 € Zp, | z = yz fir ein x € U(Zp,)},

so ergibt sich fiir y € U(Z,,) tiber die genannten Beobachtungen yU(Z,,) = U(Z,,).
Wir halten fest:

Lemma 6.16 (U(Z,,),-) ist eine abelsche Gruppe mit ¢p(m) Elementen.
Korollar 6.17 Ist y € Z,, invertierbar, so gilt in L, : y®") = 1.

Beweis: Es sei u das Produkt aller Elemente aus U(Z,,), etwa u = x125---x), wobei k = ¢(m)
gilt. Nun ist yU(Zy,) = U(Zy,), also sind die Mengen {z1,...,z} = {yx1,...,yzi} gleich. Auf der
anderen Seite ist

u=x122-x = (yr1)(yz2) - (yor)
= yu,
woraus die Behauptung folgt. ]
Man beachte, dass eine zu (6.17) gleichwertige Darstellung lautet:
ggT(y,m) =1 = y®™ =1 (mod m). (62)

Die Aussage (62) ist in der Literatur auch als Euler’scher Satz bekannt. Im Falle dass m = p prim
ist, spricht man die nichste Aussage als kleinen Fermat’schen Satz an:

p fy=y""' =1 (mod p). (63)

Unter besonderen Zusatzeigenschaften lassen sich zyklische Gruppen weiter zerlegen. Dazu ben6ti-
gen wir eine weitere Begriffsbildung, die im Prinzip aus der Linearen Algebra bekannt ist.
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Definition 6.18 Es seien (A,*1), (B,*2) Gruppen. Unter dem direkten Produkt der Gruppen A
und B wversteht man das kartesische Produkt A x B versehen mit der Verkniipfung * = (1, *2).

Es bedarf keiner groBen Uberlegungen, dass (A x B, %) wiederum eine Gruppe ist. So liegt es nun
nahe, direkte Produkte von zyklischen Gruppen zu bilden. Wir beschreiten den umgekehrten Weg
und {iberlegen uns, wann zyklische Gruppen wiederum direkte Produkte von kleineren zyklischen
Gruppen sind. Dass dies nicht immer der Fall ist, zeigt das Beispiel der beiden nicht isomorphen
Gruppen der Ordnung 4, ndmlich Z,4 resp. Za X Zo (Klein’sche Vierergruppe).

Proposition 6.19 Es seien m,n € N relativ prim. Dann gilt
ZTYL X ZTL g Zmn~

Beweis: Es seien z,y die jeweiligen Erzeuger von Z,, resp. Z,, deren Ordnungen relativ prim
sind. Sei nun z = (z,y) € Z;, X Zy,. Seine Ordnung sei r. Dann ist wegen 2" = (z",y") = (1,1)
die Zahl r ein Vielfaches von m und n und zwar aus Definitionsgriinden das kleinste gemeinsame
Vielfache dieser Zahlen. Andererseits folgt

mn
r=kgV(m,n) = —— = mn,
gV(m,n) ggT(m,n)

da m,n relativ prim sind. Da nun Z,, X Z,, insgesamt mn Elemente besitzt, und es ein Element z
der Ordnung mn enthélt, folgt aus Anzahlgriinden, dass Z,, X Z, isomorph zu Z,,, sein muss. m

6.5 Definierende Relationen

Die Darstellungen der zyklischen Gruppen in dieser Form sind die einfachsten Beispiele fiir eine
Représentation einer Gruppe iiber definierende Relationen und FErzeuger.

Allgemeiner: wird eine Gruppe G durch eine Menge S erzeugt, die eine Menge von Relationen
R1, Ra, ... R, geniigen, wobei R; eine Gleichung in den Elementen S U {e} ist, dann sprechen wir
von einer Prdsentation von G und schreiben

G =(S|Ri,Ra,...Rn).
Beispielsweise lisst sich die Diedergruppe D,, durch
(o F P =1, 2 =10f = )
reprisentieren.

Dieses Prinzip lasst sich auch modifizieren. Betrachtet man eine Menge S, deren Elemente wir als
Alphabet resp. Buchstaben bezeichnen wollen, so sollen zulissige Worter als Buchstabenfolgen (ein-
schliefilich des leeren Wortes) verstanden werden, wobei wir beliebige ganzzahlige Exponenten (an
jedem Buchstaben) zulassen. Zwei Worter verkniipft man, in dem man sie hintereinander schreibt.

Sind iiberdies Relationen R;, Rao,..., R,, vorgegeben, so bewirken diese Relationen mogliche
Verkiirzungen der Worter. Auf diese Weise lédsst sich eine Gruppe konstruieren. Bestehen zwischen
den Buchstaben nur triviale Relationen, so bezeichnet man die dabei entstehende Gruppe als freie
Gruppe mit den Erzeugern S. Mit anderen Worten: (Z,+) = (Cw, -) ist somit die freie Gruppe mit
einem Erzeuger.

Beispiel 6.20 (i) Die Diedergruppen D,, haben die folgende Darstellung:
D, =<nrflr"=1f=1Lrfrt=f>.
(ii) Die (unendliche) Diedergruppe Doy wird definiert durch
Do =<r, flf2=1,rfr ' =f>;

sie ist universelles Element in der Klasse der Diedergruppen.
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(iii) Die achtelementige sog. Quarternionengruppe
Qi =<ra|r’=d*>=(ra)*a* =1 >

Sie ist unter den nichtkommutativen Gruppen die kleinste Gruppe, deren sdmtliche Unter-
gruppen Normalteiler sind. Dariiberhinaus sind alle echten Untergruppen von Q4 abelsch.

6.6 Untergruppen

Bereits oben hatten wir die Definition einer Untergruppe angegeben. In der néchsten Definition
legen wir einige weiterfithrende Begriffsbildungen fest.

Definition 6.21 FEs sei (G, ) eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(i) Unter dem Zentrum einer Gruppe G, in Zeichen: Z(Q), verstehen wir die Menge {z € G |
zg = gz fiir alle g € G}.

(ii) Die Menge Hg = {x | 3h € H : & = hg} heifit Linksnebenklasse3* von g beziiglich H. Analog
definiert man eine Rechtsnebenklasse.

(iii) Eine Untergruppe H < G, deren Linksnebenklassen jeweils in einer Rechtsnebenklasse enthal-
ten sind, heifst Normalteiler, in Zeichen: H < G.

Offensichtlich ist das Zentrum einer Gruppe wieder eine Untergruppe, wie man leicht nachrech-
net.

Beispiel 6.22 Im Folgenden wollen wir einige Begriffsbildungen an der Diedergruppe Dy verdeutli-
chen. Diese Diedergruppe geniigt den Relationen

]D)4:<’F,f|’l“4:1:f2, ’l“f:fT3>.

2

(i) Das Zentrum Z(Q) ergibt sich als die von r* erzeugte Untergruppe P der Ordnung 2.

(ii) Betrachtet man die von f erzeugte Untergruppe T = {1, f}, so rechnet man nach, dass die
von dem Element v erzeugten Links- resp. Rechtsnebenklassen nicht ibereinstimmen.

iii) Natiirlich ist Z(G) ein Normalteiler; desgleichen auch {1,772, 13},
( ) ) g b b b

Offensichtlich ist das Zentrum einer Gruppe wieder eine Untergruppe, wie man leicht nachrech-
net.

Beachte, dass je zwei verschiedene Nebenklassen disjunkt sein miissen. SchliefSlich gilt:
aH =bH < b 'ac H.

Ferner haben alle (endlichen) Nebenklassen gleich viele Elemente. Bezeichnet man die Anzahl der
Linksnebenklassen als Index der Untergruppe H, in Zeichen: [G : H], so gilt offenbar die folgende
Identitét:

[G:1]=[G: H|[H :1].

Man beachte, dass [G : 1] = |G| resp. [H : 1] = |H| nichts anderes als die Gruppenordnungen von G
bzw. H sind. Die dahinter stehende elementare Aussage wird vielfach als Satz von Lagrange®® be-
zeichnet und liefert ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz von Untergruppen. Dieses Kriterium
ist keinesfalls hinreichend. Es gibt Gruppen, wobei die Gruppenordnung Teiler enthilt, die nicht als
Untergruppenordnung auftreten.

34Dije Notation, was man unter einer Links- resp. Rechtsnebenklasse versteht, ist nicht immer einheitlich. Wir
orientieren uns an dem in Ringtheorie relativ unstrittigen Begriff von Links- resp. Rechtsidealen.

35 Joseph Louis Lagrange; franzsischer Mathematiker (1736 - 1813); Stichworte zu seinem mathematischen Werk:
analytische Mechanik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Numerik (Lagrange-Interpolationsformel, Analysis (Lagrange-
Restglied).
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Proposition 6.23 Es sei G Gruppe und |G| =n, H < G eine Untergruppe mit |H| = m. Dann ist
m ein Teiler von n.

Beweis: Die Untergruppe H induziert eine Partition auf der Gruppe G, wobei siamtliche Kom-
ponenten gleichméchtig sind. Der Rest folgt aus der Endlichkeit. [

Da jedes Element g einer endlichen Gruppe eine zyklische Gruppe erzeugt, folgt mit Proposition
6.23 sofort:

Korollar 6.24 Es sei G eine Gruppe mit |G| =n und g € G. Dann gelten:
(i) Die Ordnung von g teilt n.
(ii)) g™ =1.
Das Korollar zeigt, dass die Ordnung eines Elementes g nichts anderes ist als die Gruppenordnung
der von g erzeugten Untergruppe. Wir verweisen auf eine elementare Konsequenz:
Lemma 6.25 Eine Gruppe G von Primzahlordnung p ist zyklisch, d.h. (G,-) = (Z,,+).
Die folgende Charakterisierung fiir Normalteiler 1asst sich schnell gewinnen:

Lemma 6.26 FEs sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(a) gH = Hg fiir alle g € G.

(b) gHg=' C H fiir alle g € G.

(c) gHg=' = H fiir alle g € G.
Beweis: (a) = (b) ist offensichtlich.

(b) = (c) Es bleibt nachzuweisen: H C gHg™*. Sei x € H, also x* = g(g~'zg)g~", was wegen
g 'zg € H die Behauptung beweist.

(c) = (a) ist offensichtlich. m
Die néchste Aussage zeigt die zentrale Bedeutung von Normalteilern auf.

Lemma 6.27 Es sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus der Gruppen G und G'; dabei ¢’ das
neutrale Element von G'. Dann ist

Kern(p) ={g € G| ¢(g) =€’}
ein Normalteiler von G. Diese Menge heifit Kern von .

Beweis: straightforward [

Wir erwéhnen an dieser Stelle ein spéter oft benutztes elementares Ergebnis.

Lemma 6.28 Es seip : G — G’ ein Homomorphismus der Gruppen G und G’ und e das neutrale
Element von G. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist injektiv.

(b) Kern(p) = {e}.
Beweis: (a) = (b) Sei ¢’ das neutrale Element von G’ und g € Kern(y), also ¢(g) = €’. Dann
folgt wegen ¢(e) = ¢’ und aus der Injektivitit g = e.
(b) = (a) Es sei ¢(g1) = ©(g2), also ¢(g1g; ') = ¢ und somit g;g; ' € Kern(p) = {e}. Folglich
ist 9192_1 =e, d. h. g1 = g2 und der Homomorphismus ¢ ist injektiv. [

Es erhebt sich die Frage, ob Normalteiler immer etwas mit Homomorphismen zu tun haben.
Darauf werden wir im {ibernéchsten Abschnitt eine Antwort geben.
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6.7 Eine erginzende Charakterisierung von zyklischen Gruppen

Im néchsten Satz wird erneut die Bedeutung der Euler’schen ¢-Funktion offenbar und eine kleine
Anwendung der Mobius-Inversionsformel aufgezeigt.

Satz 6.29 FEs sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n > 2. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(a) G ist eine zyklische Gruppe.

(b) Fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung n von G ist die Zahl der Elemente x € G mit 2% = 1
gleich d.

(¢) Fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung n von G ist die Zahl der Elemente x € G, die die
Ordnung d haben, gleich ¢(d).

Beweis: (a) = (b) Es sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die vom Element ¢ erzeugt
werde. Sei nun d ein Teiler von n, etwa dk = n fiir eine natiirliche Zahl k. Die Elemente

1,g% g%, ... g1k

sind, weil die jeweiligen Exponenten < n erfiillen, sémtlich verschieden, und jedes Element erfiillt
die Gleichung z¢ = 1, denn . ‘ 4 ‘

(9" = (") = (") =1 =1
Somit haben wir bereits d Elemente gefunden, die die Gleichung 2% = 1 erfiillen.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine andere Losungen gibt. Sei i ein Element von G mit y¢ = 1. Da
G von g erzeugt ist, gilt y = g7 fiir ein f > 0, also

g =)=y =1

Die Ordnung von g ist n, und wegen Lemma 6.5 muss fd ein Vielfaches von n sein, etwa (n. Daher
gilt

fd =1ln=1(dk),
also f = Ik und y = g/ = ¢'*, weswegen y von dem urspriinglich betrachteten Typ ist.

(b) = (c) Wir nehmen an, dass (b) gilt, also fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung |G| = n gibt
es genau d Elemente z € G mit ¢ = 1. Ist = ein Element von G mit der Ordnung |z| = ¢. Genau
dann wenn ¢ ein Teiler von d ist, gilt 2¢ = 1 (verwende Lemma 6.5). Mit a(c) bezeichnen wir die
Anzahl der Elemente in G mit der Ordnung c¢. Nach Voraussetzung muss daher gelten:

d= Z a(c).
cld

Diese Formel erinnert uns an ein Ergebnis im Zusammenhang mit der Euler’schen ¢-Funktion,
nédmlich (vgl. Proposition 1.17):
d=>_¢(c).

c|ld

Um ¢(d) = a(d) zu rechtfertigen, was unsere Aussage beweisen wiirde, benutzen wir die Mobius-
Inversionsformel (vgl. 3.11) und es ergibt sich

d d
a(d) = ZM(C)E resp. ¢(d) = Z“(C)E’
cld cld
woraus die Behauptung a(d) = ¢(d) folgt.

(¢) = (a) Wenn wir von (c) ausgehen, wissen wir insbesondere, dass die Anzahl der Elemente
mit Ordnung n gleich ¢(n) ist. Nun ist ¢(n) > 1, da 1 immer relativ prim zu n ist. Folglich enthélt
G wenigstens ein Element der Ordnung n. Aus |G| = n folgt, dass G zyklisch ist. [
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Wir kénnen nun dieses Ergebnis benutzen, um alle Untergruppen H einer zyklischen Gruppe G
der Ordnung n zu bestimmen. Nach der Aussage des Satzes von Lagrange wissen wir, dass | H | = d
fiir einen Teiler d von n gilt. Mit Korollar 6.24(ii) geniigt jedes der d Elemente der Gleichung ¢ = 1.
Wir haben aber gezeigt, dass G genau d Elemente enthélt, die ¢ = 1 erfiillen. Also konstituieren
diese Elemente gerade die Untergruppe H. Wir haben damit gezeigt:

Korollar 6.30 FEine zyklische Gruppe der Ordnung n hat fir jeden Teiler d von n genau eine
Untergruppe der Ordnung d, und diese Untergruppen sind wieder zyklisch.

6.8 Faktorgruppen und Homomorphiesatz

Wir verweisen insbesondere die Darstellung in [8].

Satz 6.31 Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G, G/N die Menge der rechten Nebenklassen
von G bzgl. N und p: G — G /N, a — aN. Dann gibt es genau eine (innere) Verkniipfung * von
G/N, so dass gilt:

(i) (G/N,x) ist eine Gruppe.
(ii) Die Abbildung p ist ein Homomorphismus von G in (G/N, x).

p ist dann sogar ein Epimorphismus, es gilt Kern(p) = N, N ist das neutrale Element von (G/N, x)
und a=*N das Inverse von aN.

Beweis: Dass die Verkniipfung eindeutig ist, lisst sich wie folgt einsehen: Ist (G/N, %) eine Gruppe
und p ein Homomorphismus von G in (G/N, %), so gilt fir alle a,b € G:

aN «bN = p(a) * p(b) = p(ab) = (ab)N.

Es gibt eine Verkniipfung * von G/N mit aN « bN = (ab)N fiir alle a,b € G:

Dazu ist zu zeigen, dass aus a; N = aN und by N = bN stets (a1b1)N = (ab)N, d.h. (a1b1) " (ab) €
N folgt.

Wegen a1 N = alN gibt es ein n € N mit a = a;n und wegen by N = bN = Nb ein m € N mit
nb = bym. Damit erhilt man (a1b1)~"(ab) = by *ay tab = by 'ay fainb = by *bym = m € N.

Dass (G/N,*) eine Gruppe mit neutralem Element N = eN ist (e sei das neutrale Element
von G) und a~ !N das Inverse von aN ist, folgt unmittelbar aus der Definition der Verkniipfung.
Ebenso folgt, dass p ein Epimorphismus ist. Ferner gilt: a € Kern(p) & aN = N < a € N, also
Kern(p) = N. ]

Definition 6.32 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Die im vorangegangenen Satz
konstruierte Gruppe G/N heifst die Faktorgruppe von G modulo N. Der Epimorphismus p: G —
G/N, a — aN, heifit der kanonische Epimorphismus von G auf G/N.

Sei G eine Gruppe und H eine Teilmenge von G. Wir bemerken: Dann ist H genau dann Nor-
malteiler von G, wenn es eine Gruppe G’ und einen Homomorphismus ¢ : G — G’ gibt mit
Kern(p) = H. Dass der Kern eines Gruppenhomomorphismus ein Normalteiler ist, wurde schon
oben bewiesen. Der Rest folgt unmittelbar aus Satz 6.31.

Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, N ein Normalteiler von G und p : G — G/N
der kanonische Epimorphismus. Es soll zunéchst untersucht werden, wann es einen Gruppenhomo-
morphismus @ : G/N — G’ gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

G 2 ¢

pl /v
G/N
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Notwendig fiir die Existenz eines derartigen Homomorphismus ist die Bedingung N C Kern(y),
denn aus p o p = ¢ folgt p(n) = B(p(n)) = P(N) fiir alle n € N, so dass ¢(n) fir jedes n € N
gleich dem neutralen Element von G’ ist. Dabei ist N das neutrale Element von G/N und @ ein
Gruppenhomomorphismus.

Satz 6.33 Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, N ein Normalteiler von G mit N C
Kern(p) und p : G — G /N der kanonische Epimorphismus. Dann gibt es genau einen Gruppen-
homomorphismus

©:G/N — G' mit pop=e.

Mit ¢ ist auch @ ein Epimorphismus, und es gilt Kern(®) = Kern(p)/N.

Beweis: (1) Es gibt hochstens ein solches @, denn aus @ o p = ¢ folgt fiir jedes a € G : g(aN) =
?(p(a)) = ¢(a).

(2) Es gibt eine Abbildung ¥ : G/N — G’ mit $(aN) = ¢(a) fur alle « € G, denn aus DN = aN
folgt b~1a € N, also €/ = p(b~ta) = ¢(b) ~l¢(a) und daher p(b) = p(a) wegen N C Kern(p) (¢’ sei
dabei das neutrale Element von G').

(3) Die Abbildung @ : G/N — G’ mit (aN) = p(a) fiir alle a € G ist ein Gruppenhomomor-
phismus, denn fiir alle a,b € G gilt B((aN)(bN)) = B((ab)N) = p(ab) = ¢(a)p(b) = B(aN)p(bN).

(4) Sei ¢ surjektiv. Dann gibt es zu jedem o’ € G’ ein a € G mit a’ = p(a) = P(p(a)); P ist also
ebenfalls surjektiv.
(5) Fiir jedes a € G gilt: aN € Kern(g) & p(a) =€’ & a € Kern(p) < alN € Kern(p)/N, denn

aus aN € Kern(p)/N folgt, dass es ein b € Kern(¢) mit aN = bN, also mit ab=! € N C Kern(y)
gibt, so dass man a € Kern(p) erhilt. L]

Satz 6.34 FEs sei p : G — G ein Gruppenhomomorphismus der Gruppen G und G'. Dann ist
durch
@(a Kern(p)) :=p(a)  fir allea € G

ein Monomorphismus
©: G/Kern(p) — G’

erklirt. Die Gruppen G/Kern(p) und ¢(G) sind also isomorph.

Beweis: Dass es genau einen Gruppenhomomorphismus @ mit der angegebenen Eigenschaft gibt,
folgt aus 6.33. Wegen 6.33 gilt auch Kern(®) = Kern(y)/Kern(p) = {Kern(y)}. Im Kern(®) liegt
somit lediglich das neutrale Element von G/Kern(yp), so dass @ daher injektiv ist. L]

6.9 Endliche abelsche Gruppen

Die niichste Aussage®%, die wir bis auf weiteres nur in der kommutativen Situation bendtigen, be-
zeichnet man als Satz von Cauchy®’.

36Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an Darstellungen in [8] an.

37 Augustin Louis Cauchy - geboren 21. August 1789 in Paris, gestorben 23. Mai 1857 in Sceaux - war ein franzdsi-
scher Mathematiker.

Als ein Pionier der Analysis entwickelte er die von Gottfried Wilhelm Leibniz und Sir Isaac Newton aufgestellten
Grundlagen weiter und formulierte sie als Theorie, wobei er die fundamentalen Aussagen auch formal bewies. Ins-
besondere in der Funktionentheorie stammen viele zentrale Sitze von ihm. Seine fast 800 Publikationen decken im
Groflen und Ganzen die komplette Bandbreite der damaligen Mathematik ab.

Nach dem Tode Leonhard Eulers hatten viele den Eindruck, dass die Mathematik fast vollstindig erforscht und
keine wesentlichen Probleme mehr iibrig seien. Es waren insbesondere Carl Friedrich Gau3 und Cauchy, die diesen
Eindruck relativieren konnten.

Stichworte zu seinem mathematischen Werk: Cauchy-Kriterium, Beitrdge zur Funktionentheorie, Theorie der Dif-
ferentialgleichungen, Geometrie, Algebra, Zahlentheorie und Mechanik.
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Satz 6.35 FEs sei G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl, die ein Teiler der Grup-
penordnung ist. Dann gibt es ein a € G mit der Ordnung p.

Beweis: Es sei p prim und ein Teiler von |G|. Es geniigt zu zeigen, dass es ein a € G und ein m € N
gibt, so dass das Element a die Ordnung pm hat, also pm - a = 0 = p - ma, woraus sich unmittelbar
ein Element der Ordnung p, ndmlich ma € G ergibt. Dann hat ndmlich das Element ma die Ordnung
D.

Die Aussage des Satzes beweisen wir iiber die Ordnung von G in Abhéngigkeit von der jeweiligen
Primzahl p. Da eine Gruppe der Ordnung p stets isomorph zu (Z,,+) ist und somit ein Element
der Ordnung p besitzt, ist der Induktionsanfang also gesichert.

Es sei G eine endliche abelsche Gruppe mit einer Ordnung > p und die Aussage richtig fiir jede
Gruppe, deren Ordnung kleiner als die von G ist. Es sei p eine Primzahl, die |G| teilt, und b # 1
ein Element in G. Ist die Gruppenordnung k von b durch p teilbar, so sind wir aufgrund unserer
Vorbemerkung fertig.

Andernfalls bilden wir die von b erzeugte Untergruppe H = (b), deren Ordnung ebenfalls nicht
durch p teilbar ist. Da G abelsch ist, ist H = (b) ein Normalteiler von G und auch die Gruppe G/H
ist abelsch. Wegen p t |H]| ist p ein Teiler der Ordnung der Faktorgruppe G/H, deren Ordnung
kleiner als die von G ist. Insofern gibt es eine Nebenklasse ¢ + H, die als Gruppenelement von G/H
eine durch p teilbare Ordnung hat. Ist daher p : G — G/H der kanonische Epimorphismus und
wihlt man a € G, dass p(a) = ¢+ H gilt, so ist pa € H, also k(pa) = 0, das heifit ka ist das gesuchte
Element. ]

Damit ergibt sich die niichste Aussage, die uns im Spezialfall von zyklischen Gruppen (vgl.
Lemma 6.19) schon begegnet ist:

Lemma 6.36 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Gilt | G| = mn mit teilerfremden natirlichen
Zahlen m und n, so sind

Gmi={a€G|ma=0} und G,:={a€G|na=0}
Untergruppen von G und es gilt:
(i) G =Gy X Gy
(ii) |Gm|=m, |Gn|=n.

Beweis: (i) Nach dem Satz von Cauchy gibt es in G zu jedem Primteiler, ndmlich m resp.
n, Elemente, die diese Ordnung aufweisen. Somit sind die Mengen G,, und G,, nicht leer. Da G
abelsch ist, sind G,, und G,, Untergruppen von G. Die Abgeschlossenheit hinsichtlich der Addition
ist sofort evident. Was die Existenz eines inversen Elements von a mit ma = 0 anbetrifft, so beachte:
a+ (m—1)a = 0, folglich ist (m — 1)a das Inverse des Elementes a, mithin ergibt sich m(m — 1)a =
(m —1)ma = (m—1)0 =0.

Auflerdem gilt G,,, N G,, = {0}, denn aus ma = na = 0 folgt 0 = (km + In)a = la = a, weil m
und n relativ zu einander sind.

Ein entsprechendes Argument wenden wir nochmals an: Sei also 1 = km + In und es ergibt sich
1-G=(km+In)-G=km-G+In-GCmG+nGCG,+G, CG.

Damit ist
G=Gn,dG,={a+y|lzeGn,yc Gy}

nachgewiesen.

Andererseits konnen keine zwei verschiedenen Summenbildungen auf ein und dasselbe Element
von G hinauslaufen. Ein Isomorphismus zwischen G,, + G,, und G,, x G,, liegt auf der Hand, mit
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anderen Worten: die interne direkte Summe G,, + G,, ist isomorph zum &dufleren direkten Produkt
G X G, und insgesamt gleich G.

(ii) Aus Anzahlgriinden folgt die Behauptung. [

Wir formulieren nun den Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen, wobei wir die Gruppe (wei-
terhin) additiv repriisentieren wollen.

Satz 6.37 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Fiir jeden Primteiler p von |G| bezeichne
S(p)={aeG|3leN:pa=0}.
Dann gelten:
(i) S(p) ist eine Untergruppe von G.
(ii) Diese Untergruppe hat p* Elemente, falls p* die maximale Primzahlpotenz ist, die |G | teilt.
(iii) Sind p1,p2,...,pr die verschiedenen Primfaktoren von |G|, so gilt:

G=S(p) % ... % S(pr).

Wir halten folgende Begriffsbildung separat fest:

Definition 6.38 FEine Gruppe heifst p-Gruppe, wenn die Elementeordnungen Potenzen einer Prim-
zahl p sind.

Der obige Satz besagt, dass S(p) eine p-Gruppe ist. Nach dem Satz von Cauchy hat S(p) eine
Primzahlpotenzordnung. S(p) ist nach (ii) iiberdies eine maximale p-Gruppe.

Beweis: (i) Offensichtlich ist S(p) nicht leer, ja nach Lemma 6.35 auch nicht trivial. Mehr noch,
S(p) ist eine Untergruppe, denn p"z = p°y = 0 und r > s impliziert p"(z — y) = 0. Also folgt aus
z,y € S(p) stets  —y € S(p).

(ii) Um die zweite Aussage zu beweisen, nehmen wir an, dass S(p) weniger als p* Elemente
besitzt. Die Ordnung der Faktorgruppe G/S(p) ist daher durch p teilbar, G/S(p) enthélt also ein

Element x + S(p) der Ordnung p. Es ergibt sich: pr € S(p), d.h. p'x = 0, was x € S(p) nach sich
zieht. Widerspruch.

(iii) Wir fithren den Beweis iiber vollstindige Induktion nach r. Fiir » = 1 ist alles klar. Sei also

r—1

r>1und |G| =pt - pkr. Dam = pi* ...pf_l und n = pFr teilerfremd sind, ist G ~ G,,, x G,
nach Lemma 6.36, wobei G,,, = {a € G | ma = 0} und G,, = {a € G | na = 0} gesetzt war. Wir
bezeichnen mit H wechselweise G,,, oder G,,. Sei nun p ein Primfaktor von |H| und @ € G mit
p' = 0, dann ist nach Definition von G,, resp. G,, offensichtlich a € H, wir halten | H |

Sp)={aecG |3 eN:pa=0}CH.
Die Induktionsannahme liefert
Gp =S(p1) X - xS(pr—1) und G =S(pr),
und hieraus folgt die Behauptung. [

Will man alle endlichen abelschen Gruppen klassifizieren, so geniigt es nach Satz 6.37, dies fiir
alle endlichen abelschen p-Gruppen zu tun. Dies geschieht durch den folgenden

Satz 6.39 Sei G eine endliche abelsche p-Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen
1<h <l <---<,

und zyklische p-Untergruppen G, ...,Gy von G mit |G| = p* firi=1,...,n, so dass
G=2Gy x...xGy.
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Der Beweis ist elementar und technisch, {iberdies liefert er uns keine neuen Einsichten, so dass in
den einschlégigen Fachtexten nachgelesen werden kann.

Es sei p™ die Ordnung einer p-Gruppe S(p). Hier kommen also die (ungeordneten) Zahlpartitionen
des Exponenten n ins Spiel.

Beispiele 6.40 Gesucht sind alle abelsche Gruppen der Ordnung 72 = 23-33. Fiir S(2) ergeben sich
folgende Alternativen: S(2) = Zg oder S(2) =2 Zy X Zs oder S(2) = Zy X Zg X Za; hingegen gilt fiir
S(3) 2 Zg resp. S(3) = Zsz x Zs3. Die jeweiligen Alternativen lassen sich miteinander kombinieren.
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7 Permutationsgruppen

7.1 (G-Mengen

Wie vorher bezeichnet N,, die Menge der n ersten natiirlichen Zahlen. Auf N,, operiert die Menge
S, aller Permutationen in natiirlicher Weise. Diesen Ansatz werden wir jetzt verallgemeinern, was
uns zum Begriff der G-Menge3® fiihrt.

Dass nicht notwendigerweise immer die volle Permutationsgruppe von Interesse ist, zeigt das
nachfolgende Beispiel; zunéchst jedoch eine weitere Definition:

Definition 7.1 Unter einem Graphen G verstehen wir eine endliche Menge V', den so genannten
Ecken (vertices) und einer Menge E von 2-Teilmengen von V, den Kanten (edges) von G. Wir
schreiben: G = (V, E).

Von Interesse sind nun Gruppen G, die als Automorphismen auf dem Graphen operieren, mit anderen
Worten: die Automorphismen-Gruppe von G.

Beispiel 7.2 Es sei G ein Quadrat, dessen Ecken wir im Uhrzeigersinn mit 1,2, 3,4 bezeichnen.
Man erhélt insgesamt acht Permutationen:

Identitat id
Drehung im Uhrzeigersinn um 90° (1234)
Drehung im Uhrzeigersinn um 180° (13)(24)
Drehung im Uhrzeigersinn um 270° (1432)
Spiegelung an der Diagonalen 13 (24)
Spiegelung an der Diagonalen 24 (13)
Spiegelung an der Mittelsenkrechten von 12 (12)(34)
Spiegelung an der Mittelsenkrechten von 14  (14)(23)

Das legt folgende Definition nahe:

Definition 7.3 Es sei G eine Gruppe und X eine nichtleere Menge. Die Menge X heifst eine G-
Menge, falls eine Abbildung k : G x X — X emistiert (das Bild von k(g,x) schreiben wir als gz ),
so dass fiir alle g1,g90 € G, x € X gilt:

(g192)r = g1(gow) und ex =ux.

Abkiirzend setzen wir: (G, X; k)

Wir merken an, dass die Begriffsbildung einer G-Menge vielfach schon unter der schwicheren
Voraussetzung, dass G ein Monoid ist, tragfihig ist.

Wir sagen auch, dass G auf X operiert. Jedes g € G induziert dann eine Abbildung o, : X — X
vermoge

og(z) = g

fiir alle 2 € X. Uberdies gilt nach Definition

Og1g2 = 0g10g,

fir alle g1,92 € G. Da G als Gruppe vorausgesetzt war, existiert mit o, auch o,-1, somit ist die
Abbildung a — o, ein Homomorphismus von G in die Gruppe aller Permutationen von X. Man sagt
dann auch, dass G als Gruppe von Permutationen dargestellt wird. Hier liegt die Grundidee der Dar-
stellungstheorie, ndmlich Gruppenelemente als Homomorphismen von Vektorrdumen darzustellen.

Wir verdeutlichen dieses Konzept mit mehreren Beispielen:

Beispiel 7.4 Es sei G eine Gruppe und X eine Menge.

38vgl. insbesondere [9], S. 19ff
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(i) Wirsetzen X = G und & : (a,z) — aza™!. Bei der Aktion handelt es sich um das Konjugieren.
Offensichtlich ist (G, G; k) eine G-Menge. Die durch Konjugieren induzierten Abbildungen o,
sind sogar Gruppenisomorphismen von G.

(ii) Sei nun X = P(G) die Menge der Teilmengen von G und A € P(G) eine solche Menge. Dann
ist auch aAa~! € P(G). Ist iiberdies A eine Untergruppe, so ist auch aAa~! wiederum eine
solche. Ist A ein Normalteiler von G, so bleibt A unter allen o, fest.

(iii) Wir setzen wieder X = G und definieren fiir jedes a € G die Translation o, (z) = ax. Dann ist
(G, G; k) eine G-Menge. Man beachte, dass o, zwar eine bijektive Abbildung von X ist, nicht
jedoch ein Gruppenhomomorphismus.

Sei nun X eine Menge, auf der eine Gruppe G von Permutationen operiert. Wir setzen
T~y <= gr=uyfiren g € G.

Beachte, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Komponenten dieser Partition heifien Bahnen oder
auch Orbits, es sind also jene Mengen, die unter der Wirkung von G nicht unterschieden werden
koénnen.

Die Mengen Gz = {y € X | y = gz fiir ein g € G} sind die von z erzeugten Orbits. Umgekehrt
beschreiben wir mit

Gle—y) ={9€Glgr=y}
die Menge aller Gruppenelemente, die x in y iiberfiihren. Insbesondere ist im Falle « = y offensicht-
lich G(z — z) die Menge aller Permutationen, unter denen x festbleibt.

Es stellt sich die Frage nach der Anzahl der Elemente in einem Orbit. Zuvor eine Definition:
Definition 7.5 Es sei (G, X; k) eine G-Menge. Dann heifit die Menge
Glez—x)={9€CG|gr=u}
auch Stabilisator von x, kurz G,. Gelegentlich findet man auch die Bezeichnung Isotropiegruppe.
Offenbar ist G eine Untergruppe von G.
Lemma 7.6 Es sei (G, X;k) eine G-Menge. Dann gelten:
(i) Der Stabilisator G ist eine Untergruppe.

(ii) Sei h € G(x — y). Dann ist
Gz — y) = hG,

die Rechtsnebenklasse von G, in Bezug auf h.
Beweis: (i) ist klar.
(ii) Liegt a in der Rechtsnebenklasse hG,, so gilt a = hb fiir ein b € G,,. Also ist
a(x) = hb(z) = h(z) =y
und daher gehort a zu der Menge G(z — y). Ist umgekehrt ¢ in G(z — y), dann ergibt sich
hle(x) =n71(y) = =,
d.h. h=lc = d ist im Stabilisator von G, enthalten. Mit anderen Worten: ¢ = hd € hG,. =
Im Falle, dass die G-Aktion auf X = G das Konjugieren ist, ist G, = {g € G | gz = zg}.

Definition 7.7 Es sei G eine Gruppe und x € G. Die Menge aller Elemente g, die mit x kommu-
tieren, heifit Zentralisator von z; kurz: G, = {g € G | gx = zg}. Ist G, = G, so gehirt das Element
zum Zentrum Z(G) der Gruppe, wobei wir

Z(G)={g9 € G| gx = xg fir alle x € G}

als Zentrum bezeichnen.
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7.2 Genaueres iiber Orbits

In diesem Abschnitt soll die fundamentale Beziehung zwischen der Grofie eines Orbits und der
Untergruppenordnung eines Stabilisators G, hergestellt werden.

Satz 7.8 FEs sei (G, X; k) eine G-Menge, wobei X als endlich vorausgesetzt wird. Ferner sei x € X
beliebig. Dann gilt:
|G| |G| =[G,

mit anderen Worten: die Anzahl der Elemente eines Orbits entspricht dem Index des Stabilisators.

Beweis: Wir fixieren das Element x und betrachten nun

S={(g;y) | g €G: gz =y}

Wir werden nun auf zwei Weisen die Menge S im kartesischen Produkt G x X abz#hlen, indem wir
die Eintrageanzahl r4(S) in den Zeilen und die Eintréigeanzahl ¢, (S) in den Spalten benutzen. Nach
Definition gibt es genau ein y € X mit gz = y fiir jedes g € G. Mit anderen Worten: in jeder Zeile
steht genau ein Eintrag, also ist r,(S) = 1 fiir jedes g € G.
Die Zahl ¢, (S) ist die Anzahl der Gruppenelemente g mit gz = y, also gleich | G(z — y)|. Ist
also y im Orbit Gz, so gilt
cy(S) =Gz —y)| =[G,

ansonsten ist ¢, (S) = 0.
Getrenntes Aufaddieren der Spalten resp. Zeilen fiihrt zu der Gleichung

D ey(9) = ry(9),
yeX geG

die wir auswerten miissen. Die rechte Seite liefert als Summe den Wert |G|, da ja in jeder Zeile genau
einmal ein Eintrag auftritt.

Nun in den Spalten, die in der Bahn von x liegen, also Spalten, die einen Eintrag aus Gz haben,
konnen Eintrdge gefunden werden. Bildet ein Gruppenelement g das Element = auf y ab, so auch
alle von rechts mit G, multiplizierten Elemente. Fazit:

Gal - |Gl = |G,
| |

Als Konsequenz aus Satz 7.8 ergibt sich fiir den Fall, dass die Aktion einer G-Menge als Konju-
gieren auf der Gruppe G selbst verstanden wird (vgl. Beispiel 7.2 (i)):

|G| - ( Zahl der Konjugierten von z) = | G |.
Daraus folgt:
Korollar 7.9 Die Zahl der Konjugierten eines Elements ist ein Teiler der Gruppenordnung.

Wendet man die Argumentation auf das Eingangsbeispiel 7.2 an, so ergibt sich:

Beispiel 7.10 Wegen id : 1 — 1 resp. (1234) : 1 — 2 resp. (13)(24) : 1 — 3 und (1432) : 1 — 4
folgt G1 = {1,2, 3,4}, also ist das Orbit die gesamte Menge X und | G1| = 4. Der Stabilisator von
1 ist ferner G; = {id, (24)}, und daher |G1|- |G| =4 -2 = 8, wie erwartet, da als Gruppe G die
Diedergruppe Dy operiert.

Kennt man also die Gréfle einer Bahn wie auch den Stabilisator, so lasst sich die Gruppenordnung
berechnen.
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Wir wollen uns nun dem Problem zuwenden, die Anzahl der Bahnen unter einer Aktion einer
Permutationsgruppe G auf eine Menge X zu berechnen. Jede Bahn ist eine Teilmenge von X, deren
Elemente unter der Aktion ununterscheidbar sind. Wir benutzen noch folgende Abkiirzung:

F(g) ={r € X | gz =x}.

F(g) ist die Fizmenge unter der Wirkung von g € G. Der néchste Satz besagt nun, dass die Anzahl
der Bahnen gleich der durchschnittlichen Gréfle der Fixmengen F(g) ist.

Satz 7.11 Es sei (G, X; k) eine endliche G-Menge. Die Zahl der Orbits von G auf X betrdgt

ﬁngn.

geG

Beweis: Wiederum benutzen wir die Methode, Paare eines kartesischen Produktes auf verschie-
dene Weise abzuzihlen. Es sei

E={(9,2) e Gx X | gv =x}.

Dann ist die Elementezahl ry(E) einer Zeile gleich der Anzahl solcher Elemente x, die unter g
festbleiben, also gleich | F(g)|. In der Spalte mit Eingang x stehen jene Elemente von G, die x
festlassen, also ¢, (F) = | G, |. Mithin gilt:

POIED SNt (64)

geG zeX

Angenommen, es gibt ¢ Orbits und z sei ein beliebiges Element aus X. Mit Satz 7.8 folgt nun
unmittelbar aus Gz = Gz, dass die zugehorigen Stabilisatoren |Gy |,| G, | gleich sind. Folglich
stehen auf der rechten Seite von (64) |Gz | Terme, die gleich |G, | sind, némlich jene, die durch
jedes x € Gz aus der zugehorigen Bahn induziert werden. Der Gesamtbeitrag dieser Terme betréigt

|Gz|- |G- [ =G|

aufgrund von Satz 7.8. Mit anderen Worten: der Beitrag von Seiten eines Orbits betrigt | G |. Somit
steht auf der rechten Seite ¢| G | und wir erhalten schliefllich

1

geG

wobei t die Zahl der Orbits bezeichnet. n

7.3 Die Klassengleichung

In diesem letzten Abschnitt wollen wir weitere Folgerungen aus den Anzahlbedingungen ziehen.
Satz 7.12 Es sei (G, G; k) eine G-Menge, wobei k als Translation operiert, d.h.
k(a,x) = 0q(x) = az.
Dann ist der Homomorphismus a — o, von G in die Gruppe der Permutationen der Menge G
injektiv.
Beweis: straightforward n

Aus diesem Satz folgt nun unmittelbar der Satz von Cayley®.

39 Arthur Cayley (1821 - 1895)
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Korollar 7.13 Jede endliche Gruppe ist zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe S,
isomorph.

Dieser Darstellungssatz ist nicht in jedem Fall aufschlussreich, da beispielsweise im endlichen Fall
n-elementige Gruppe in der ’riesigen’ Gruppe S,, realisiert wird, die n! Elemente besitzt. Unter
Zusatzbedingungen kann allerdings die Einbettung ’giinstiger’ gewahlt werden, d. h. G in eine sym-
metrische Gruppe S,/ eingebettet werden.

Gehen wir noch einmal zuriick zur Konjugation einer endlichen Gruppe G als Aktion auf sich
selbst. Die Bahnen entsprechen dabei den Konjugationsklassen und bilden eine Partition von G. Da
jedes Element von Z(G) zu sich konjugiert ist, gibt es | Z(G) | Klassen mit je einem Element. Die
weiteren Klassen mogen jeweils n; Elemente beinhalten, wobei, wie oben bemerkt, jedes n; Teiler
von | G| ist.

Satz 7.14 (Klassengleichung) Unter den obigen Bezeichnungen gilt fiir eine endliche Gruppe G
|G| =|Z(G) |+ (n1 +n2+---nc). (65)

Diese Gleichung heifit Klassengleichung von G. Die Tatsache, dass jeder Term n; ein Teiler von | G |
ist, hat eine bemerkenswerte Konsequenz.

Satz 7.15 Ist G eine endliche p-Gruppe, dann ist das Zentrum Z(G) nicht trivial.
Beweis: In der Klassengleichung fiir G gilt |G| = p”. Nun ist jedes n; ein Teiler von p". Wegen

n; # 1 ist n; = p® mit geeignetem e; > 1. Aus Teilbarkeitsgriinden muss p auch |Z(G)]| teilen, d. h.
|Z(G)] > 1. m
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8 Ringe, Korper, Polynome
8.1 Begriffliches zur Ringtheorie

Im ersten Kapitel hatten wir ausfiihrlich die algebraischen Eigenschaften einer intuitiv verstandenen
Menge Z der ganzen Zahlen diskutiert. In gleicher Weise kénnte man Strukturmerkmale anderer
Mengen von Objekten, etwa von Polynomen, niher beleuchten. Diese Beobachtungen liefern die
Basis einer axiomatischen Definition der Struktur Ring, wobei wir diese Begriffsbildung (vgl. Kapitel
1) noch einmal in Erinnerung bringen.

Definition 8.1 Fin Ring (R,+,-) ist eine Menge mit zwei bindren Verkniipfungen + und -, die
wir Addition und Multiplikation nennen. Im Hinblick auf diese Verkniipfungen sind die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

R1 (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

R2 Die Multiplikation - ist eine (innere) Verknipfung und erfillt das Assoziativgesetz. Das Ele-
ment 1 # 0 ist das neutrale Element bzgl. der Multiplikation, also 1la = al = a fiir alle a € R,
m.a. W. (R, ") ist ein Monoid.

R3 Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fir alle a,b,c € R ist

a-(b+¢) = a-b+a-c
(a+b)-c = (a-c)+(b-0).

Wir halten fest, dass die von uns betrachteten Ringe ein neutrales Element der Multiplikation besit-
zen. Die Kommutativitiat der Multiplikation wird nicht vorausgesetzt, andernfalls spricht man von
einem kommutativen Ring. Allerdings sind die hier diskutierten Ringe bis auf Widerruf kommutativ.

Beispiele 8.2 (i) Wir verweisen auf den Ring Z sowie die in Kapitel 1 erwihnten Beispiele.
(ii) Jeder (kommutative) Korper ist ein (kommutativer) Ring.
(iii) Von Interesse sind die elementar konstruierbaren Restklassenringe Z,, mit n € N.

(iv) Die GauBischen Zahlen Z[i] = {a+bi | a,b € Z} bilden einen Ring. Die GauBlschen Zahlen sind
die Punkte eines quadratischen Gitters in der komplexen Zahlenebene. Beachte: U(Z[i]) =

{1,-1,i,—i}.

(v) Wir kénnen analog zu dem Ring der GaufBischen Zahlen einen Unterring Z[«] zu jeder kom-
plexen Zahl « bilden. Diesen Unterring Z[a] definieren wir als den kleinsten Unterring von C,
der « enthélt, und wir nennen ihn den von a erzeugten Unterring.

(vi) K[X] steht fiir den Ring der formalen Polynome in X mit Elementen aus K als Koeffizien-
ten, wobei wir K als kommutativen Korper voraussetzen. Dieser Prozess lédsst sich iterieren:
K[X,Y] = K[X][Y]. Hier sind ausschliefilich die konstanten Polynome # 0 Einheiten.

(vii) Die Menge R der stetigen reellwertigen Funktionen in einer reellen Variablen bildet einen Ring
mit der Addition und Multiplikation von Funktionen:

[f +9l(z) = f(z) + g(z) und [fg](z) = f(x)g(x).

(viii) Der Ring R™*™ aller n x n-Matrizen mit reellen Eintriigen ist ein wichtiges Beispiel fiir einen
Ring, der nicht kommutativ ist.

Von Interesse sind insbesondere bei einem ersten Zugang nullteilerfreie Ringe:

Definition 8.3 FEin kommutativer Ring R heif$t Integritdtsbereich, wenn ab = 0 stets a = 0 oder
b = 0 nach sich zieht.
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Mit anderen Worten: ein (kommutativer) Ring R ist genau dann ein Integritétsbereich, wenn fiir
ihn die Kiirzungsregel gilt:
Ist ab=acund a # 0, so ist b=c. (66)

Diese Bedingung (66) ist notwendig fiir die Einbettung von R einen (groferen) Kérper, jedoch
nicht hinreichend. Erfiillt jedoch ein Ring nicht diese Kiirzungsregel, so besitzt er Nullteiler.

Man beachte, dass Z, Nullteiler besitzt, wenn die Zahl n eine zusammengesetzte Zahl ist. Ist
beispielsweise n = xy mit z,y ¢ {1,—1}, so gilt in Z,, stets [z], - [y]. = 0.

Nicht notwendig jedes Element eines Ringes R besitzt allerdings beziiglich der Multiplikation ein
inverses Element. Was wir bereits bei den Ringen (Z,, +, -) formuliert haben, l4sst sich allgemeiner
betrachten:

Definition 8.4 Fin Element x heif$t invertierbar oder Einheit in R, falls

ur =zu =1
fiir ein geeignetes u € R gilt. Die Menge der Einheiten eines Ringes R bezeichnen wir mit U(R).
Das Element x schreibt man dann auch als u 1.

Ohne Schwierigkeiten weist man nach:

Lemma 8.5 Die Menge der Einheiten eines Ringes (R, +, ) bildet beziiglich der Multiplikation eine
Gruppe (U(R), ).

Beispiele 8.6 (i) U(Z) = {1,-1}

(it U(Zyn) ={[a]n € Zm | g9T(a,n) = 1}. Daher ist Z,, - in Erweiterung unserer obigen Beobach-
tung - genau dann nullteilerfrei bzw. ein Kdérper, wenn n prim ist.

Eine Reihe weiterer Begriffe ist ebenfalls einzufiihren:
Definition 8.7 Es sei (R,+,-) ein Ring.

(i) Eine Untergruppe (I,+) < (R,+) heifit Linksideal, falls R -1 C I.  Entsprechend wird
Rechtsideal definiert.

(ii) Eine Untergruppe (I,+) < (R,+) heifit zweiseitiges Ideal, falls I Links- und Rechtsideal zu-
gleich ist.

(iii) Ist R ein kommutativer Ring und I ein Ideal # R, so heifit I ein Primideal, falls x,y € R\I
stets xy € R\I impliziert.

Wir erwédhnen ferner:

Lemma 8.8 (i) Im kommutativen Ring Z der ganzen Zahlen wird jedes Ideal von einem Element
erzeugt, d. h. Z ist ein Hauptidealring.

(ii) Genau die Primzahlen erzeugen in Z Primideale.

Beweis: (i) Die Aussage ldsst sich direkt herleiten: Fiir ein beliebiges Ideal I # (0) finden wir ein
minimales Element ¢ € NN I. Fiir ein beliebiges Element a € I liefert Proposition 1.7 die Zerlegung
a =bg+ r mit 0 < r < b. Aufgrund der Minimalitdt von ¢ folgt » = 0, also ist a ein Vielfaches von
¢, mithin I = Zq = (q). [
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8.2 Ringhomomorphismen und Faktorringe

Die entsprechenden Begriffsbildungen fiir Abbildungen, d. h. Homomorphismen, Endomorphismen,
Isomorphismen und Automorphismen sind sinngemif aus der Gruppentheorie (vgl. Abschnitt 6.2)
iibertragbar:

Definition 8.9 Es seien R, R’ Ringe und ¢ : R — R’. Dann heifit p ein Ringhomorphismus, falls
das folgende gilt:
(i) ¢: (R,+) — (R, +) ist ein Gruppenhomomorphismus.

(i) e(zy) = o(x) - v(y)-
(iii) p(1)=1€ R

Ist ¢ bijektiv, so spricht man von einem Isomorphismus.*°

Was fiir Gruppen Normalteiler sind, iibernimmt die Begriffsbildung zweiseitiges Ideal fiir Ringe.
Es sei I # R ein Ideal in R. Setzt man

a~b<=a-bel

so wird dadurch in R eine Aquivalenzrelation definiert. Seien a + I, b+ I Aquivalenzklassen, so sind
die Definitionen

(a+ D)+ b+ =(a+b)+1
bzw.

(@+I)-(b+1I)=ab+1

reprisentantenunabhingig und definieren auf der Faktorstruktur R/I einen Ring. Wiederum gibt
es einen kanonischen Epimorphismus p : R — R/I. Auf Beweise soll hier verzichtet werden.
Entsprechend beweist man einen Homomorphiesatz, den wir hier in einer eingeschrinkten Form
zitieren; sein Beweis ergibt sich unmittelbar durch Nachrechnen.

Satz 8.10 Es sei I ein Ideal eines Ringes R.

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Ringstruktur auf der Menge der Nebenklassen R = R/I, so

dass die kanonische Abbildung p : R — R, die das Element r auf das Element 7 = r + [
abbildet, ein Homomorphismus ist.

(b) Der Kern von p ist gerade I.

8.3 Integritédtsbereiche und Quotientenkérper

Im Folgenden werden alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt. Von besonderem Interesse sind in
der klassischen Ringtheorie die Integritatsbereiche:

Lemma 8.11 Es sei R ein Integrititsbereich. Dann ist auch der Polynomring R[X] ein Integritits-
bereich.

Lemma 8.12 Fin Integritditsbereich mit endlich vielen Elementen ist ein Korper.

Satz 8.13 Es sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es eine Einbettung von R in einen Kérper,
das heif§it, es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus t: R — K, wobei K ein Korper ist.

40Tnjektive Ringhomomorphismen werden auch als Monomorphismen bezeichnet. Die kategorientheoretische Defi-
nition eines Epimorphismus bedingt jedoch, dafl Ringepimorphismen nicht surjektiv sein miissen. Fiir Detailfragen
konsultiere der Leser die einschligigen Fachtexte.
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Beweis: (vgl. ([2], S. 422) Wir verstehen als Bruch das Symbol a/b, wobei a,b € R gilt und b # 0
vorausgesetzt werden. Auf der Menge der Briiche fiihrt man folgende Aquivalenzrelation ein:

al/b2 ~ ag/bg < arby = asby.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Der zu konstruierende Korper K ist die Menge
von Aquivalenzklassen von Briichen. Wie bei rationalen Zahlen verwenden wir folgende Sprechweise:
Wir nennen zwei Briiche a; /by und as/bs gleich in K, wenn sie dquivalent sind, a1 /by = az/by in K
bedeutet also a1by = asby. Addition und Multiplikation von Briichen wird wie bei rationalen Zahlen
definiert:

(a/b)(c/d) = ac/bd und a/b+ ¢/d = (ad + bc) /bd.

Dabei ist nachzurechnen, dass diese Verkniipfungen auf Aquivalenzklassen wohldefiniert sind. Man
muss also zeigen, dass man dquivalente Ergebnisse erhiilt, wenn man a/b und ¢/d durch #dquivalente
Briiche ersetzt. Aulerdem muss man die Korperaxiome nachpriifen. All diese Rechnungen lassen
wir als Ubungen. [

Der auf diese Weise konstruierte Korper, dessen relative Eindeutigkeit man beweisen kann, heifit
Quotientenkorper Q(R) = K des Integritéitsbereiches R.
Beispiele 8.14 (i) Q(Z) = Q.

(ii) Der Quotientenkorper Q(K[X]) ist der Korper der rationalen Funktionen K(X), also jener
Funktionen, die sich als Quotienten von (ganzen) rationalen Funktionen' darstellen.

(i) Q(Z[i] = Q(i), also die komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagindranteilen.

8.4 Korper

Bereits unter den Faktorringen von Z hatten wir Ringe kennengelernt, in denen die Einheitengruppe
maximal ist in dem Sinne, dass alle Elemente # 0 invertierbar sind. Dies fithrt zu der eigentlich
bekannten Begriffsbildung Kdrper, die wir hier der Vollstdndigkeit halber zitieren.

Definition 8.15 Ein Ring R , in dem jedes Element # 0 invertierbar ist, heifst R ein Korper. Ist
zusdtzlich die Multiplikation kommutativ, so heiffit R kommutativer Korper.

Gelegentlich bezeichnet man Korper, fiir die die Kommutativitit der Multiplikation nicht notwen-
digerweise gefordert wird, als Schiefkorper. Manchmal versteht man allerdings unter Schiefkérpern
ausdriicklich nichtkommutative Korper.

Beispiel 8.16

(i) Q, R, C,H sind Kérper. Den Koérpern C und H unterliegt ein gleiches Bauprinzip: sie sind
Divisionsalgebren iiber den reellen Zahlen R, namlich der Dimension 2 und 4. Die von HA-
MILTON*? nachweislich am 16. Oktober 1843 entdeckten Quarternionen stellen eine vierdi-
mensionale Algebra dar, wobei die Elemente 1,4, j, k Basis sind und den Vertauschungsregeln

411 der Analysis sind dies genau jene Funktionen, die an Unstetigkeiten lediglich Pole aufweisen.

42Gir William Rowan Hamilton (geb. 4. August 1805 in Dublin; gest. 2. September 1865 bei Dunsink) war ein irisch-
englischer Mathematiker und Physiker. Hamilton studierte in Dublin Mathematik und wurde bereits 1827 Professor
fiir Astronomie sowie kéniglicher Astronom (Royal Astronomer) fiir Irland.

In frithen Jahren beschéftigte sich Hamilton mit Strahlensystemen und der geometrischen Optik. Mit nur 18 Jah-
ren entdeckte er das fiir die Physik wichtige Hamiltonsche Extremalprinzip, das besagt, dass jede Bewegung eines
mechanischen Systems derart verlduft, dass die Wirkung stationér ist.

6S = (5/L(q,q7 t)dt =0
Mit Hilfe der Variationsrechnung folgen aus dem Hamiltonschen Prinzip die Euler-Lagrange-Gleichungen als notwen-

dige Bedingung.

Spiter beschiftigte er sich mit Quaternionen (hyperkomplexen Zahlen), die heutzutage Anwendung in der Compu-
tergrafik finden.
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ij = —ji =k, jk = —kj =i, ki = —ik = j geniigen. Dieses Konstruktionsprinzip lésst sich
nicht auf hohere Dimensionen verallgemeinern, wie in den sechziger Jahren des vergangenen
Jahrhunderts durch BOoTT und MILNOR gezeigt worden ist. M.a.W. die einzigen Divisionsalge-
bren iiber den reellen Zahlen, die selbst wieder Korper sind, existieren nur fiir die Dimensionen
2 und 4. Fiir die Dimension 8 existieren noch die so genannten Cayley-Zahlen'*3, die jedoch
nicht mehr das Assoziativgesetz der Multiplikation erfiillen.

(ii) Jeder Restklassenring Z,, der ganzen Zahl mit p Primzahl ist ein Korper.

(iii) Es sei C die Menge der Matrizen der Form

(% %)

iiber R. Dann ist C wiederum ein Korper.

Es sei F' ein Kérper und 1 das neutrale Element der Multiplikation. Die Menge P = {n-1 | n € Z},
also die Menge beliebiger Summen der 1, ist offensichtlich ein Ring. Dabei kénnen zwei Situationen
auftreten:

Fall 1: Es gibt ein kleinstes p € N mit p -1 = 0. Dieses Element p muss eine Primzahl sein,
andernfalls gédbe es natiirliche Zahlen pq, ps, beide von 1 verschieden und p;ps; = p. Daraus folgt
aber (p; - 1) - (p2 - 1) = 0. Da F keine Nullteiler besitzt, erhielten wir p; - 1 = 0 bzw. py - 1 = 0,
ein Widerspruch zur Minimalitét von p. Also ist P = Z, und P somit der kleinste, in F' enthaltene
Korper.

Fall 2: Es gibt kein p mit p-1 = 0, folglich ist P ein zu Z isomorpher Ring. Da aber P in einem
Korper liegt, folgt, dass jedes Element # 0 aus P invertierbar ist. Mithin liegt im Koérper F' ein zum
Korper QQ isomorpher Korper, der in diesem Fall wiederum der kleinste Teilkérper in F ist.

Die in beiden Fillen beschriebenen Koérper heiflen Primkdrper des Korpers F'. Die Zahl p im Fall
1 heiBt Charakteristik von F, im zweiten Fall sagt man, dass die Charakteristik 0 betrage.

Damit haben wir nun folgendes bewiesen:

Proposition 8.17 FEs sei F' ein Korper. Dann gibt es einen kleinsten Korper K C F, der von dem
neutralen Element 1 der Multiplikation erzeugt wird. Dieser Primkdorper ist entweder zu Q oder zu
Z,, isomorph, wobei im letzten Fall p eine Primzahl p ist.

Der Beweis wurde bereits oben erbracht. Somit existiert in Gestalt von Z, zu jeder Primzahl p
eine Korper mit p Elementen. Die weitergehende Frage ist die Frage nach generellen Parametern fiir
endliche Kérper.

8.5 Polynome

Die zur Rede stehende Begriffsbildung ist nicht neu, sie soll aber der Vollstédndigkeit halber erortert
werden.
Es sei R ein kommutativer Ring. Sind ay,...,a, Elemente des Ringes R, so nennt man einen
formalen Ausdruck
fX)=a+a1 X+...4+a, X"

ein Polynom. Die Elemente ay, .. ., a, heiflen Koeffizienten von f(X), der Ring R Koeffizientenring
und X heifit eine Unbestimmte. Ist a,, # 0, so heifit die natiirliche Zahl n € N der Grad des Poly-
noms und a,, Leitkoeffizient von f(X). Ein Polynom f(X) heifit normiert (monic in der englischen
Literatur), falls der Leitkoeffizient 1 oder lediglich eine Einheit aus R ist.

Eine wesentliche Eigenschaft von Polynomen ist es, dass man die Unbestimmte durch alles, was
‘sinnvoll’ ist, substituieren kann.

Man muss aus grundsitzlichen Uberlegungen allerdings das Polynom f (X) von der durch f(X)
gemifl © — f(z) induzierten Polynomfunktion unterscheiden, da unterschiedliche Polynome gege-
benenfalls zur gleichen Funktion auf R fithren kénnen.

43ygl. ([10], Seite 792)
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Es ist naheliegend, auf der Menge der Polynome eine Addition, ndmlich die komponentenweise
Addition der Koeffizienten, und eine Multiplikation, ndmlich das hinlinglich bekannte Faltungspro-
dukt, einzufithren. Wir erhalten als Ergebnis:

Lemma 8.18 (R[X],+,-) ist ein Ring.

In erster N&herung verhalten sich Polynome (iiber Kérpern) wie ganze Zahlen. Den schon von Z
her bekannten Divisionsalgorithmus findet man wieder fiir Polynome.

Satz 8.19 Es sei F ein kommutativer Korper und F[X] der zugehdrige Polynomring. Ferner seien
a(X),b(X) € F[X] mit b(X) # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q(X),r(X) € F[X]
mit

a(X) = b(X)q(X) +r(X),
wobei entweder r(X) = 0 ist oder der Grad von r(X) kleiner als der Grad von b(X) ist.

Beweis: Es sei das Polynom b(X) gegeben. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber den
Grad von a(X). Ist der Grad von a(X) kleiner als der Grad von b(X), so sind wir fertig.

Sei nun der Grad von a(X) grofler oder gleich dem Grad von b(X). Nach Induktionsannahme
diirfen wir die Aussage des Satzes als richtig fiir Polynome mit kleinerem Grad als jenen von a(X)
voraussetzen. Seien

a(X) = agy X+ +ag, b(X) =bg X+ -+ bo,
wobei agyr # 0, bg # 0 mit k£ > 0 gelten. Setze
a(X) = a(X) — agrrby ' X"H(X).
Der Koeffizient von X9t* in @(X) betrigt
gk — (agrrby " )ba =0,
und somit ist der Grad von a(X) kleiner als der Grad von a(X). Folglich gibt es Polynome g(X)
und r(X) mit
a(X) = b(X)g(X) + r(X),
wobei entweder der Grad von r(X) kleiner dem Grad von b(X) ist oder r(X) = 0 gilt. Setzt man

nun

q(X) = q(X) + aqsrby ' X",

dann folgt
a(X) = b(X)q(X) +r(X)

wie verlangt war.

Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢(X) und r(X) eindeutig festgelegt sind.

Sei

a(X) = b(X)q1(X) + ri(X) = b(X)g2(X) + r2(X),
wobei entweder der Grad von r;(X) kleiner dem Grad von b(X) ist oder r;(X) = 0 folgt. Dann
ergibt sich
b(X)(q1(X) — g2(X)) = r2(X) — ri(X).

Nun hat das Polynom auf der linken Seite entweder Grad grofler oder gleich Grad von b(X) oder

ist gleich Null, wihrend auf der rechten Seite ein Polynom mit Grad kleiner als Grad b(X) steht,
woraus 72(X) = r1(X) und somit ¢1(X) = g2(X) folgt. L]

Ahnlich wie fiir ganze Zahlen aus Z lisst sich iiber die Eigenschaft 'Division mit Rest’ ein
grofter gemeinsamer Teiler ggT(f(X), g(X)) fiir Polynome f(X),g(X) € F[X] einfiihren. Auf die
nahe liegende formale Definition (vgl. Definition 1.10) verzichten wir hier.

Satz 8.20 Es sei F' ein kommutativer Korper und F[X] der Polynomring iber F. Dann gelten:



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 97

(i) Fir je zwei Polynome a(X),b(X) existiert ein gréfiter gemeinsamer Teiler d(X).
(ii) FEs gibt Polynome A\(X), u(X) in F[X] so dass gilt:

A(X) = A(X)a(X) + p(X)b(X).

Dass dieser grofite gemeinsame Teiler fiir beliebige Polynome a(X), b(X) existiert, folgt aus einer
sukzessiven Anwendung des Divisionsalgorithmus.

Beweis:
a(X) b(X)qo(X) + ro(X)
bX) = ro(X)qu(X)+ri(X)
ro(X) = 71(X)g(X) +r2(X)
r2(X) = Tnfl(X)Qn(X) +7"n(X)
Tn-1(X) = 70(X)gn+1(X).

Wir beobachten, dass dieser Algorithmus abbricht, da mit jedem Schritt sich der Grad des Restpo-
lynoms verringert. Auf der anderen Seite gilt

99T (a(X),b(X)) = ggT(b(X),ro(X))

und so weiter, so dass r,(X) = ggT(a(X),b(X)) folgt.
(ii) Umgekehrt ldsst sich diese Kette zu einer Summendarstellung des grofiten gemeinsamen
Teilers arrangieren. =

Mit den obigen Ergebnissen 148t sich auch die folgende Aussage schnell beweisen:

Lemma 8.21 Es sei F[X] der Polynomring in einer Unbestimmten dber dem (kommutativen)
Korper F und I < F[X] ein Ideal. Dann wird I von einem Element erzeugt, als R ist ein Haupt-
idealring.

Beweis: Wir skizzieren nur die Grundidee. Ist I # (0), so gibt es in I ein Polynom minimalen Grades,
etwa b(X). Fiir jedes a(X) € I gibt es eine Zerlegung im Sinne einer Division mit Rest von folgender
Form: a(X) = b(X)q(X) + r(X), wobei r(X) einen kleineren Grad als b(X) haben muss. Wegen
r(X) e I folgt r(X) = 0. m

8.6 Faktorisierung von Polynomen
Die weitere Entwicklung der Theorie erfolgt zun#chst analog wie in Z. Hier miissen wir auf eine
weitere Eigenschaft von Z verallgemeinernd aufmerksam machen:

ab = 0 impliziert a =0 oder b= 0.

Ringe mit einer solchen Eigenschaft nennt man bekanntlich nullteilerfrei bzw. im kommutativen Fall
spricht man von Integritdtsringen.

Die folgenden Definitionen beschreiben weitere ringtheoretische Eigenschaften, die wir zwar nur
auf Polynome anwenden werden, die aber allgemeiner eingestuft werden miissen.

Definition 8.22 Es sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring.

(i) Elemente a,b € R heiflen assoziiert, wenn es eine Einheit u € U(R) mit a = bu gibt. Sind a
und b assoziiert, so schreibt man a ~ b.

(ii) Fin Element 0 # p € R\U(R) heifit Primelement von R, wenn gilt: p | a - b impliziert p | a
oder p | b.
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(iii) Fin Element 0 # p € R\U(R) heifst irreduzibel in R, wenn gilt: p = ab impliziert a € U(R)
oder b € U(R).

(iv) Ein Element von R heifst reduzibel, wenn es nicht irreduzibel ist.
Bemerkung 8.23 In einem Integrititsbereich ist jedes Primelement irreduzibel.

Beweis: Es seien a,b € R mit p = ab gegeben. Da p ein Primelement ist, folgt p | a oder p | b. Sei
0.B.d.A. p | a, also gibt es ein ¢ € R mit pc = a, woraus sich p = ab = pcb, also ¢b = 1 ergibt. Daher
ist b € U(R) und p irreduzibel. m

Die Umkehrung gilt nicht notwendigerweise.

Beispiel 8.24 Es sei R = Z[v—5] = {a + bv/=5 | a,b € Z} Unterring der komplexen Zahlen. Das
Element o = 2 + /=5 ist irreduzibel, aber es ist kein Primelement: 3% = (2 + /=5)(2 — v/=5), also
gilt | 32, jedoch nicht « | 3.

Proposition 8.25 Es sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) p ist ein irreduzibles Element.

(b) p ist ein Primelement.

Beweis: Nach Bemerkung 8.23 ist jedes Primelement irreduzibel. Daher bleibt nur die Implikation
(a) = (b). Es sei nun umgekehrt p ein irreduzibles Element. Das von p erzeugte Ideal ist maximal,
d.h. es gibt kein m € R mit (p) C (m) C R: Jedes Ideal M, das (p) enthiilt, lisst sich darstellen als
M = (m). Aus p € (m) folgt nun p = rm fiir ein r € R, also ist r oder m eine Einheit. Mit anderen
Worten: (p) ist maximales Ideal.

Sei nun p | ab, also ab € pR, d.h. es gibt ein Element r mit pr = ab. Teilt nun p das Element a, so
ist der Nachweis der Primteilereigenschaft erbracht. Andernfalls miissen p { a unterstellen, so dass
das irreduzible Element p mit dem Element @ nur den grofiten gemeinsamen Teiler 1 haben kann.
Das Element 1 lédsst sich also linear durch p und a darstellen, genauer 1 = zp + ya. Das Element
b = zp + yab ist dann aber durch p teilbar, weil die rechte Summe p als Teiler erhélt. Mithin ist p
ein Primelement. ]

Satz 8.26 Es sei I ein Korper und F[X] der Polynomring in der Unbestimmten X iber F'. Dann ist
jedes micht konstante Polynom f(X) € F[X] Produkt von irreduziblen Polynomen. Jede Darstellung
ist bis auf Einheiten und die Reihenfolge eindeutig.

Beweis: Wir verfahren nach dem gleichen Muster wie die Begriindung der entsprechenden Aus-
sage fiir Z, ndmlich Satz 1.20. Dies ist nicht verwunderlich, weil auch F[X] ein Hauptidealring ist.
Es sei also r € F[X] gegeben. Ist r irreduzibel, so sind wir fertig, andernfalls kann r als r;, s;, ge-
schrieben werden, wobei weder r;, noch s;; Einheiten sind. Entsprechend argumentiert man weiter,
so dass lediglich zu zeigen bleibt, dass dieser Prozess abbricht. Insgesamt erhélt man eine aufstei-
gende Kette von Idealen (r) C (r4,) C (r4,) C .. .. Da die Vereinigung einer aufsteigenden Kette von
Idealen wieder ein Ideal ist, das wegen Lemma 8.21 ein Hauptideal ist, folgt, dass der Prozess nach
endlich vielen Schritten abbricht.

Die Eindeutigkeit der Darstellung beweist man durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl
der irreduziblen Faktoren in einer Zerlegung von r, wobei man sich der Primteilereigenschaft von
irreduziblen Elementen bedient. ]

Damit stellt sich die naheliegende Frage, wie man irreduzible Polynome erkennen kann. Natiirlich
sind alle linearen Polynome € F[X] irreduzibel, was sich iiber den Grad erklirt. Schwieriger wird
die Frage fiir Polynome vom Grade grofler oder gleich 2. Der nédchste Satz gibt Auskunft, wenn
ein nicht-lineares Polynom auf keinen Fall irreduzibel ist, ndmlich wenn es eine Nullstelle aus F
aufweist. Genau dann lasst sich ein Linearfaktor abspalten:
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Satz 8.27 Es sei F ein kommutativer Korper und f(X) € F[X]. Dann ist X — « genau dann ein
Teiler von f(X), wenn f(a) =0 fir ein o € F gilt.

Beweis: Angenommen, X — « ist ein Teiler von f(X), also gilt in F[X] nun
f(X) = (X = a)g(X).
Setzt man nun in beide Seiten ein, so ergibt sich
fla) = (a = a)g(a) = 0g(a) = 0.
Umgekehrt, sei nun f(a) = 0 in F. Nach Satz 8.19 gibt es Polynome ¢(X) und r(X) in F[X] mit
f(X) = (X = a)q(X) +r(X),

wobei entweder der Grad von 7(X) kleiner als der Grad von X — « ist oder r(X) = 0 gilt. Wertet
man nun diesen Ansatz jeweils bei « aus, unter Beachtung von f(«a) = 0, so folgt

0= f(e) = (@ —a)g(a) +r(a) = r(a).

Ist nun der Grad von r(X) kleiner als der von X — «, dann muss r(X) eine Konstante sein, also
r = 0. Daraus folgt schliellich die Behauptung. (]

Die letzte Aussage heifit auch Faktorisierungssatz. Essenz ist die Beobachtung, dass a genau
dann eine Wurzel (Nullstelle) eines Polynoms f(X) ist, wenn f(a) = 0 gilt.

Ohne ins Detail zu gehen merken wir an, dass dieser Satz auch eine Version in Polynomringen
iiber nicht notwendig kommutativen Koérpern zulédsst. Hier muss man dann so genannte Linkseinge-
setzte fr(a) = Y i, a'a; bzw. Rechtseingesetzte fr(a) = > a;o' unterscheiden. Der euklidische
Algorithmus greift auch in diesem Kontext.

Satz 8.28 Es sei F' ein kommutativer Korper und f(X) ein Polynom vom Grad n > 1 in F[X].
Dann hat die Gleichung f(x) = 0 hichstens n Lisungen oder Wurzeln in F.

Beweis: folgt unter Anwendung von 8.27 und vollstdndiger Induktion. [

Wir beschlieSen diesen Abschnitt mit folgender wichtiger Beobachtung, die wir zum Teil oben
bemerkt hatten:

Satz 8.29 Es sei F' ein kommutativer Korper und f(X) ein irreduzibles Polynom aus F[X]. Dann
ist (f(X)) ein maximales Primideal in F[X|. Der Restklassenring F' = F[X]/(f(X)) ist ein Korper,
der eine Korpererweiterung von F darstellt.

Beweis: Zunichst ist F[X] nach 8.21 ein Hauptidealring. Nach Proposition 8.25 erzeugen irre-
duzible Elemente maximale Ideale. Maximale Ideale sind grundsétzlich Primideale, was wir hier
allerdings nicht bewiesen haben. Insofern argumentieren wir direkt. Sind a(X),b(X) Polynome
und nimmt an, dass a(X)b(X) € (f(X)) gilt, so teilt f(X)das Produkt a(X)b(X). Da f(X)
als irreduzibles Element auch ein Primelement ist, muss f(X] einen der beiden Faktoren teilen,
der dann im Ideal (f(X)) liegt. Somit ist (f(X)) ein Primideal, also F[X]/(f(X)) ein nulltei-
lerfreier Ring, d.h. ein Integritéitsbereich. Dartiberhinaus ist jedes Element ## 0 invertierbar: Sei
9(X]) + (f((X)) ein solches. Dann sind 0.B.d.A. die Polynome f(X) und ¢g(X) relativ prim, also
existieren Polynome A\(X) und p(X) mit 1 = A(X)f(X) + u(X)g(X). Modulo (f(X)) gilt daher
(1(X) + (F(X))(9(X) + (F(X))) = L. Damit ist F[X]/(f(X)) ein Korper. .

Beispiele 8.30 Uber dem Ring R sind die einzigen irreduziblen Polynome die vom Grad 2 oder
lineare Terme. Uber Zj ist z. B. das Polynom f(X) = X2 + X + 1 irreduzibel.

Es stellen sich naheliegend die folgenden Fragen:
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e Gibt es iiber jedem Korper F und zu jedem Grad ein entsprechendes Polynom f(X), das
irreduzibel ist?

o Wie beweist man die Irreduzibilitét eines Polynomes?

Darauf wird im néchsten Semester eingegangen werden.

Doch was ist die Philosophie dieser Erweiterung? Sie ist zunéchst einmal algebraisch orientiert,
die Erweiterung von F' zu dem gréfieren Korper bedient sich algebraischer Hilfsmittel. F/ stellt neue
Elemente bereit, die als Restklassen von Idealen geschaffen werden. In der Kérpertheorie diskutiert
man allerdings auch andere Korpererweiterungen, z.B. transzendene Korpererweiterungen, die erst
spéter vorgestellt werden sollen.

Der Erweiterungskorper F” enthilt auch F, wenn man die Elemente von F {iber die Polynom-
restklassen von Polynomen versteht, die nur aus einem konstanten Anteil bestehen.

Doch wie kommen neue Elemente hinzu? Uber den algebraischen Erweiterungsprozess, durch
das Arbeiten mit Polynomen anstelle des Umgehens mit Koeffizienten! Dabei ist insbesondere die
Restklasse X + (f(X)) von Bedeutung. Sie verhélt sich so wie eine in F nicht vorhandene Nullstelle
des Polynoms f(X). Wertet man also das Polynom f(X) iiber F’ aus, so ist definitionsgeméf das
neue Element eine Nullstelle aus F’ von f(X). Insofern verhelfen uns auch die Kérpererweiterungen
zu neuen Nullstellen, die vorher nicht vorhanden waren.

In gewisser Weise sind diese Erweiterungen mehrdeutig, unterscheiden sich aber nicht, weil sie
isomorph sind. Das iiber Q irreduzible Polynom X2 —2 induziert nach F’ Nullstellen X und —X, die
wir uns sowohl als v/2 wie auch als —v/2 vorstellen diirfen. Mit anderen Worten: v/2 und —v/2 sind
algebraisch nicht zu unterscheiden oder positiv registriert: F’ besitzt einen F-Automorphismus der
Ordnung 2, also einen Automorphismus, der F fest ldsst und X nach —X transportiert. Mit dieser
"Unschérfe’ beschéftigt sich die Galois-Theorie genauer, indem sie aus der Struktur der Gruppe aller
F-Automorphismen Informationen gewinnt, die auch als Eigenschaft des eigentlich iiber F' nicht
zerfallenden Polynoms f(X) gedeutet werden konnen.
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9 Endliche Korper und einige Anwendungen

9.1 Ein endlicher Kérper mit 9 Elementen

Uber dem Kérper Zs betrachten wir den Polynomring modulo X2 + 1. Wie man durch Einsetzen
leicht erkennt, ist dieses Polynom irreduzibel, induziert also einen Erweiterungskorper Fy von Zs.
Wir beschreiben die Elemente dieses Erweiterungskorpers Fy mit

{0,1,2, X, X +1,X +2,2X,2X +1,2X + 2}.

Die Addition erfolgt in Fy geméif

0 1 2 X X+1 X+2 2X 2X+1  2X+2

0 0 1 2 X  X+1 X+42 2X 2X+1 2X+42

1 1 2 0 X+1 X+42 X 2X+1  2X+42 2X

2 2 0 1 X42 X  X4+1 2X+2 2X+1 2X

X X X4+1 X+2 2X 2X+1 2X+42 0 1 2
X+1 X+1 X42 X 2X41 2X+2 2X 1 2 0
X+2 X+2 X  X+41 2X+2 2X  2X+1 2 0 1
2X 2X 2X+4+1  2X42 0 1 2 X X+1 X+2
2X+1 2X+1  2X+2 2X 1 2 0 X+1 X+2 X
2X4-2 2X4-2 2X  2X+1 2 0 1 X+2 X X+1

Die folgende Tabelle benennt die jeweiligen inversen Elemente:

1 2 X X+1 X+2 2X 2X+1 2X+2
1 2 2X X+2 X+1 X 2X42 2X+1

Man rechnet schnell nach, dass die multiplikative Gruppe von 2X + 1 erzeugt wird, denn (2X +
P2 =X, 2X+1P2 =X+1,2X+1)*=22X +1)° =X +22X + 1) =2X, 2X +1)" =
2X +2,(2X +1)8 =1.

9.2 Die Ordnung eines endlichen Koérpers
Im letzten Abschnitt hatten wir bereits die Charakteristik eines Korpers eingefiihrt. Im Falle eines
endlichen Koérpers gewinnt man mit dieser Charakteristik noch weitergehende Einsichten:

Satz 9.1 Es sei F' ein endlicher Kiorper der Charakteristik p. Dann ist die additive Gruppe isomorph
zu (Zyp)". Insbesondere gilt: | F'| = p" fir ein r > 1.

Beweis: Der Korper F' habe Z, als Primkoérper. Dann ist, wie man sich leicht iiberlegt, F' ein
Z,-Vektorraum. Der Rest folgt ohne Schwierigkeiten. [

9.3 Zur Konstruktion endlicher Koérper

Wir kniipfen an die Beobachtung an, dass Faktorringe von Polynomringen iiber Kérpern nach irre-
duziblen Polynomen wiederum Kérper liefern.

Satz 9.2 Es sei k(X) ein irreduzibles Polynom vom Grad r idber dem endlichen Korper Zy[X|
und I = (k(X)) das zugehérige Hauptideal im Polynomring Z,[X]. Dann ist der Restklassenring
Z,[X]/(k(X)) ein kommutativer Kérper F der Ordnung p”.

Beweis: Nach einem fritheren Satz erzeugt ein irreduzibles Element ein Primideal, das maximal
ist, folglich ist der Restklassenring ein Korper. Der Rest folgt aus Anzahlgriinden. (]

Damit stellt sich die Frage, inwieweit fiir beliebiges Z, und vorgegebenes r € N ein irreduzibles
Polynom vom Grad r in Z,[X] existiert.
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9.4 Der Satz vom primitiven Element

Im vorigen Unterabschnitt hatten wir gezeigt, dass die additive Gruppe eines Korpers F' mit p” Ele-
menten zur direkten Summe (Z,)" isomorph ist. Die multiplikative Gruppe von F hat die Ordnung
p" —1 =g — 1 und besitzt eine relativ einfache Gestalt**.

Satz 9.3 FEs sei F' ein endlicher (kommutativer) Kérper mit ¢ = p” Elementen, wobei p eine Prim-
zahl ist. Dann ist die multiplikative Gruppe F \ {0} zyklisch und somit kommutativ.

Beweis: Da die multiplikative Gruppe ¢ — 1 = p” — 1 Elemente hat, gilt f9~! = 1 fiir jedes
f #0,f € F. Also hat die Gleichung X?7! — 1 = 0 genau ¢ — 1 Wurzeln (oder Nullstellen) aus
F. Wir werden nachweisen, dass F* die Eigenschaften von Satz 6.29 erfiillt, iiber den zyklische
Gruppen charakterisiert werden. Genauer: Wir beweisen, dass es fiir jeden Teiler d von ¢ — 1 genau
d Elemente f gibt, die f¢ =1 erfiillen.

Es sei nun dk = g — 1. Man rechnet schnell nach, dass die folgende algebraische Identitét gilt:

X1 = (X4 — 1) (x4 xdk=2) oo xd 1) = (X - 1)g(X),

wobei g(X) den zweiten Faktor bezeichnet. Da g(X) vom Grad d(k —1) ist, hat g(X) = 0 hochstens
d(k—1) Wurzeln in F. Ferner hat X% —1 hochstens d Wurzeln in F. Da aber in Gestalt der Elemente
aus F™* insgesamt ¢ — 1 = d(k — 1) + d Nullstellen existieren, miissen die Abschétzungen scharf sein,
d. h. es gibt genau d Elemente aus F* mit f¢ = 1, was zu beweisen war. [

Definition 9.4 Finen Erzeuger der multiplikativen Gruppe F* des Korpers F bezeichnet man als
primitives Element.

Damit lautet das obige Ergebnis:
Korollar 9.5 Jeder endliche Kérper besitzt ein primitives Element.

So elegant der Beweis auch war, er ist nicht konstruktiv. Es kénnen ja insgesamt ¢(g—1) primitive
Elemente vorliegen.

Eine Folgerung aus diesem Satz scheint naheliegend, obgleich wir sie noch nicht mit den Mitteln
der Vorlesung unmittelbar beweisen kénnen. Bei der Behandlung von Zerfallungskorpern wird dieses
Ergebnis ein Nebenprodukt sein.

Satz 9.6 Alle endlichen Kérper mit der Elementeanzahl p”, p prim , r € N sind zueinander iso-
morph.

Dass diese Aussage jeweils fiir die additive wie multiplikative Gruppe separat gilt, ist offensicht-
lich. Trivial ist allerdings nicht, dafl eine bijektive Abbildung gefunden werden kann, die beides
zugleich bewerkstelligt.

Beispiel 9.7 Man finde ein primitives Element in Zg;.

Lésung: Wir beginnen unsere Suche bei 2. Ist 2 primitiv, so miifiten wir alle Elemente erhalten.
Es ergibt sich:
n: 12 3 4 5 6 7 8 9 10
AL 2 4 8 16 32 23 5 10 20 40

n: 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2n: 39 3v 33 25 9 18 36 31 21 1

44Diese tieferliegende Erkenntnis, dass namlich die multiplikative Gruppe eines endlichen Kérpers kommautativ ist,
geht auf J.H.M. Wedderburn (1905) zuriick: A theorem on finite algebras. Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), 349 -
352.
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Mithin ist die Ordnung von 2 nur 20, nicht jedoch 40, d.h. 2 ist kein primitives Element. Wir kénnten
nun bei 3 beginnen, man beachte aber, dass 9 mit 2'®> module 41 iibereinstimmt, daraus folgt

3% = 9%mod 41 = 2°°mod 41 = (2*°)*mod 41 = 1mod 41,

die Ordnung von 3 ist also lediglich 8. Auch sind die Elemente 4 und 5 Potenzen von 2 und daher
ihre Ordnungen Teiler von 20. Die Ordnung des Elementes 6 hingegen errechnet sich als das kgV
der Ordnungen von 2 und 3, und daher ist 6 ein primitives Element des gegebenen Rings.

Es gibt nun Tabellen, in denen primitive Elemente vorgehalten werden. Erzeugt ein Polynom
k(X) vom Grad r in Z,[X] den Korper mit F' mit p” Elementen, so ist moglicherweise X ein geeig-
netes primitives Element. In diesem Fall sagen wir, dass k(X) ein primitives irreduzibles Polynom
heift.

Satz 9.8 Fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n > 1 gibt es ein normiertes primitives
Polynom f(X) € Z,[X] vom Grad n.

Auf den etwas linglichen Beweis verzichten wir an dieser Stelle, er folgt aus allgemeineren Uber-
legungen und wird in der Vorlesung Algebra II geliefert.

9.5 Endliche Koérper und lateinische Quadrate

Endliche Korper ermoglichen es, in diskreten Strukturen zu ‘rechnen’. Ausgangssituation ist eine
klassische Aufgabe der Unterhaltungsmathematik, die der Mathematiker EULER 1782 am Peters-
burger Hof zu 16sen versuchte:

e 1. Vorgabe: Man positioniere 36 Offiziere aus 6 verschiedenen Regimentern in einem 6 x 6
Quadrat, dass jedes Regiment genau einmal in jeder Zeile und in jeder Spalte vertreten ist.

e 2. Vorgabe: Diese Offiziere sind insgesamt sechs verschiedenen Dienstringen zuzuordnen.

Ist es moglich, die Aufstellung auch so vorzunehmen, dass zusdtzlich in jeder Zeile und in jeder
Spalte jeder Dienstgrad genau einmal vertreten ist? Die Losung blieb lange offen, EULER vermutete,
dafl das Problem keine positive Losung besitzt.

Definition 9.9 FEs sei K eine n-Menge. Unter einem lateinischen Quadrat L der Ordnung n ver-
steht man eine n X n-Matriz, in der in jeder Zeile und jeder Spalte jedes Element aus K genau
einmal vertreten ist.

Ohne weiteres kann man K = {0,1,...,n — 1} annehmen. Allerdings kommt die Bezeichnung latei-
nisch daher, dass man im 18. Jahrhundert bei solchen Quadraten, die damals nur in der Unterhal-
tungsmathematik vorkamen, zur Belegung der Felder nicht Zahlen, sondern lateinische Buchstaben
verwandte.

Die Bedeutung der Restklassenmengen Z,, unterstreicht der folgende offensichtliche Satz:

Satz 9.10 Fliir jedes m > 2 ist die folgende Matrix
L(i,j)=i+j, 1,j€ZLm
ein lateinisches Quadrat.

Definition 9.11 Zwei lateinische Quadrate Ly, Lo heiffen zueinander orthogonal, wenn es fir jedes
Paar (k, k") € Zyy X Ly, genau eine Position (i,5) gibt mit

Ll(lvj) = k? Lg(l,j) = k/’

Eine Menge von m lateinischen Quadraten heifit paarweise orthogonal (pairwise mutually orthogo-
nal), wenn jedes Paar von lateinischen Quadraten orthogonal ist.
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Die Frage nach der maximalen Grofle einer Menge von paarweise orthogonalen lateinischen Qua-
draten der Ordnung n kann als eine der tiefsten zentralen Fragen der Geometrie und Kombinatorik
bezeichnet werden. Genau danach hatte man eigentlich Euler seinerzeit gefragt. Die Antwort, die
zu Beginn dieses Jahrhunderts durch TARRY gegeben werden konnte, lautete: Es gibt kein Paar
orthogonaler lateinischer Quadrate der Ordnung 6. EULER vermutete nun weiter, dass 6 (neben 2)
wohl nicht die einzige Ausnahmeordnung sein kénne und dass zu keiner geraden, nicht durch 4 teil-
baren Ordnung orthogonale lateinische Quadrate existieren wiirden. Erst 1959/60 konnten BOSE,
PARKER und SHRIKHANDE diese Euler’sche Vermutung widerlegen; sie gaben sogar fiir jede gerade,
nicht durch 4 teilbare Ordnung > 10 ein Verfahren zur Konstruktion eines Paares orthogonaler
lateinischer Quadrate an. Andererseits hatte schon EULER zeigen konnen, dass es zu jeder entweder
ungeraden oder aber durch 4 teilbaren Ordnung ein solches Paar gibt. Somit sind tatséchlich 2 und
6 die einzigen Ordnungen, zu denen es keine orthogonalen lateinischen Quadrate gibt*®.

Satz 9.12 Es sei p eine Primzahl und t € Zy, t # 0. Dann definiert die Vorschrift
Lt(Za]):tz+]a ivjezp

ein lateinisches Quadrat. Fiir jedes Paar (t,u) mit t # u sind die lateinischen Quadrate Ly und L,
zueinander orthogonal.

Beweis: ohne Beweis in der Vorlesung ]
Der nachfolgende Satz ist ein Beispiel dafiir, wie man kombinatorische Strukturen algebraisch

generieren kann.

Satz 9.13 Es sei q eine Primzahlpotenz. Dann gibt es ¢ — 1 paarweise orthogonale lateinische Qua-
drate der Ordnung q.

Beweis: Zunichst konstatieren wir, dass es einen Korper F' der Ordnung ¢ gibt. Fiir jedes der
q — 1 Elemente ¢t € F* definieren wir eine ¢ X ¢ Matrix durch die Eintrége
L(i,j)=ti+j i,j€F,.

Man rechnet ohne weiteres nach, dass jedes L; ein lateinisches Quadrat ist: aus L;(4,5) = Li(4, ")
folgt ti + j = ti+j’ und durch elementare algebraische Umformungen j = j’. Entsprechend verfihrt
man mit den Spalteneintrigen.

Seien nun L, und L; verschiedene lateinische Quadrate. Wir nehmen nun an, dass in den Posi-
tionen (i1, 71) und (iz,j2) gleiche Eintrége stehen, d. h.

tihv+ 1=k, wiy+j =k,

bzw.
tio + 92 =k, uis+jo = K.
Dann folgt
t(iy —i2) = ja — j1, u(in —i2) = j2 — j1.
Ist nun 41 = iy, dann folgt auch j; = jo und die beiden Positionen stimmen iiberein. Andernfalls ist
i1 — i3 # 0 und besitzt somit ein Inverses in F' und es folgt
t=u= (i1 —i2) "' (j2 — 1),

also L; = L,. Somit gibt es insgesamt ¢ — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate. [

45ygl. insbesondere die Ausfithrungen in dem Buch von PickERT, G.: Einfithrung in die endliche Geometrie. 1974.
Stuttgart: Klett.
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9.6 Endliche Koérper und Designs

Satz 9.14 Es sei F' ein endlicher Korper der Ordnung q. Dann gibt es ein 2-Design mit den Para-
metern
U:q27 k:q7 7"2:1.

Dieses 2-Design ist eine affine Ebene.

Beweis: Als 2-Design betrachte man die affine Ebene iiber dem Korper F. Punkte sind die Paare
(z,y) mit x,y € F. Als Geraden wihlen wir die Punktmengen {(z,y) | ax+by = ¢, x,y € F}, wobei
a,b,c € F gilt und (a,b) # (0,0) erfiillt ist. Die weitere Rechnung soll hier nicht angegeben werden.
u

Ohne Schwierigkeiten lédsst sich herleiten:

Lemma 9.15 Es sei A ein 2-Design wie oben konstruiert iber dem Korper F mit q Elementen.
Dann gelten:

(i) Auf jeder Geraden liegen q Punkte.
(ii) Durch jeden Punkt gehen q+ 1 Geraden.
(iii) Es gibt insgesamt ¢*> + q Geraden.

Beweis: straightforward n

Diese affine Ebene lisst sich eindeutig zu einer projektiven Ebene erweitern:

Satz 9.16 F'ir jede Primzahlpotenz q gibt es ein 2-Design mit den Parametern
v=¢"+q+1 k=q+1, =1

Dieses 2-Design hat die zusdtzliche Eigenschaft, dass je zwei Blocke genau einen Punkt gemeinsam
haben.

Fiir Details verweisen wir auf die Ubungen.

9.7 Quadrate in endlichen Kérpern

Wir beschéftigen uns mit der Frage, welche Elemente eines endlichen Kérpers F' Quadrate sind.
Nun besitzt die multiplikative Gruppe von F' ein primitives Element «, d. h.

F* ={a,a?a®,...,a? '}

Offensichtlich sind die geraden Potenzen o?™ = (a™)? Quadrate. Die Frage, ob auch ungerade
Potenzen, Quadratwurzeln besitzen, hangt von ¢ ab.

Angenommen eine ungerade Potenz von « habe eine Quadratwurzel, etwa o?™*! = 2. Da
selbst eine Potenz von « ist, folgt 8 = o und schlieBlich

a2(7n—k,)+1 _ a2m+1a—2k — Oé2m+1(ﬁ2>_1 - 1.
Die Ordnung von « € F* betriigt ¢ — 1, also ist 2(m — k) + 1 ein Vielfaches von ¢ — 1. Ist jedoch
q ungerade, so ist ¢ — 1 gerade, was zu einem Widerspruch fiihrt. Somit sind genau die geraden
Potenzen eines primitiven Elementes Quadrate fiir den Fall, dass ¢ ungerade ist. Ist ¢ ungerade, so

ist ¢ auch Potenz einer ungeraden Primzahl.
Es sei nun weiterhin ¢ ungerade. Die Menge der Quadrate bezeichnen wir mit Q, d.h.

Q=1{a%a' ...,a" !}

1
Diese Menge hat insgesamt §(q — 1) Elemente.
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Satz 9.17 Es sei q eine ungerade Primzahlpotenz. Ist ¢ = 1(mod 4), dann ist —1 Quadrat in F; ist
q = 3(mod 4), dann hat —1 keine Quadratwurzel in F.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass
a3l — 4

gilt, wobei a ein primitives Element von F ist. Beachte, dass die Gleichung z? = 1 genau die
Losungen {—1,1} hat. Auf der anderen Seite erfiillen a?~! und az(@=1) die Gleichung x? = 1 und
deshalb sind sie 1 bzw. —1.
Nach den vorigen Uberlegungen ist a'/2(¢=1) ein Quadrat genau dann, wenn %(q — 1) gerade ist,
also L
i(q —1)=2m

erfiillt ist, was ¢ = 4m + 1 nach sich zieht. ]

Satz 9.18 Ist q eine Primzahlpotenz der Form 4n+3 und F' ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen,
dann ist die Menge Q der Quadrate # 0 in F eine Differenzmenge mit den Parametern (4n+3,2n+
1,n). Mit anderen Worten: jedes Element # 0 in F lisst sich als Differenz von Quadraten auf n
verschiedene Weisen darstellen.

Beweis: Sei z ein (festes) Quadrat in F, etwa z = ¢ mit ¢ # 0. Es gibt u Moglichkeiten, z als
Differenz von Quadraten darzustellen, etwa

Z:’U/Z—’UZ.

Wir zeigen nun, dass jedes andere Element w € F' auf gleichviel Weisen als Differenz von Quadraten
darstellbar ist.
Ist w ein Quadrat, etwa w = w?, dann gilt

w= (W2 =02 (B=wCeF).

Also gibt es fiir jede Darstellung von z als Differenz der Quadrate w und v einen entsprechenden
Ausdruck fiir w = (Bu)? — (Bv)%.

Ist nun w kein Quadrat, so ist w eine ungerade Potenz eines primitiven Elements. Da auch —1 kein
Quadrat ist, ist auch —1 eine ungerade Potenz des gleichen primitiven Elements und —w = (—1)w
ist eine gerade Potenz dieses primitiven Elementes. Also ist —w ein Quadrat, etwa —w = 62, und es
folgt

w=—0>=—(0")¢C=7%(-2) (y=0("eF).
Wiederum folgt, dass fiir jede Darstellung von z als Differenz von Quadraten eine entsprechende
Darstellung von w induziert wird:
w = (y0)? = (yu)*.
Daher hat jedes Element # 0 die gleiche Anzahl p von Darstellung als Differenz von Quadraten.
1
Nun ist |Q] = =(¢ — 1) = 2n + 1 und daher ist die Gesamtzahl der Differenzen von verschiedenen

Quadraten 2n(2n+1). Da auf diese Weise insgesamt ¢—1 = 4n+2 verschiedene Werte # 0 auftreten,
jedes Element aber p-fach ist, folgt aus

2n(2n +1) = p(dn + 2)

schliefSlich u = n, was zu beweisen war. [

Ist p eine Primzahl der Form 4n + 3, so folgt aus dem Satz, dass die Menge Q der Quadrate
# 0 in Z, eine Differenzmenge mit den Parametern (4n + 3,2n + 1,n) ist, wodurch wir ein fritheres



Algebraische Strukturen und Diskrete Mathematik 1 107

Ergebnis fiir p = 23 verallgemeinert haben. Mit Satz*6 9.19 ergibt sich, dass die Mengen Q + 4, mit
(i € Z,) Blocke in einem 2-Design mit denselben Parametern sind.

46

Satz 9.19 FEs sei K C Zy, eine Differenzmenge. Dann sind die Mengen K + i, mit i € Zn, Blicke eines 2-Designs
mit den Parametern
v=m, k=|K|, ro=k(k—1)/(m—1).



Index

DiIRICHLET, PETER GUSTAV, 10
MERSENNE’sche Primzahlen, 11

ABEL, NIELS HENRIK, 72
Aquivalenzrelation, 75
Antisymmetrie, 2
assoziiert, 97
Automorphismus, 73

Basisfolge, 43

Binomial
-Inversion, 44
-Inversionsformel, 59
-koeffizient, 13, 15, 17, 24
-konvolution, 58
-satz, 13, 26, 52, 58
-zahlen, 17

CAuCHY, AUGUSTIN Louis, 82
Charakteristik, 95, 101

Cy,, 74

Coo, T4, 77

definierende Relation, 77
Derangement, 12, 37, 44, 47, 59
Differenzen
-operator, 38
Riickwérts-, 38
Vorwérts-, 38
-rechnung, 38
Division mit Rest, 4
Divisionsalgorithmus, 96
D, 73,77
Dy, 77

Einheit, 76, 92
ERrDOS, PauL, 32
Erzeuger, 77
EukLID, 6
Euklid
-scher Algorithmus, 6, 97
EULER, LEONARD, 48
Euler

-sche ¢-Funktion, 7, 48, 76, 80
exponentielle erzeugende Funktion, 58

Farbung, 30
Faktorgruppe, 81
Faktorielle
fallende, 18
steigende, 18
Faktorisierung, 8
Faktorstruktur, 93

FERMAT, PIERRE DE, 10
Fermat
-sche Primzahlen, 10
FiBoNAcct, LEONARDO VON PiIsA, 52
Fibonacci-Zahlen, 12, 52
Fixpunkt, 22
fixpunktfrei, 12, 22
Funktion
erzeugende, 13, 51

qb'a 7

geometrisch-arithmetische Ungleichung, 35
ggT, 4-6, 9, 97
goldener Schnitt, 54
grofiter gemeinsamer Teiler, 5
Gruppe, 72
abelsche, 72
Dieder-, 73, 77
endliche, 72
endliche abelsche, 82
kommutative, 72
Ordnung einer, 72
Quarternionen-, 78
symmetrische, 73
zyklische, 74

Hamirron, WiLLiaM ROWAN, 94
Hauptidealring, 92, 97, 99
Hauptsatz
der elementaren Zahlentheorie, 9
fiir endliche abelsche Gruppen, 84
Homomorphiesatz, 81, 93
Homomorphismus, 73

Ideal
Links-, 92
maximales, 98, 99
Prim-, 92, 99
Rechts-, 92
Index
erniedrigung, 53
transformation, 52
verminderung, 52
Indextransformation, 34
Induktion, 35
Induktionsprinzip, 3
Integritétsbereich, 91
Inversionsformel, 42
invertierbar, 76, 92
irreduzibel, 98, 99
Isomorphismus, 73

Korper, 91, 94



INDEX

kgV, 5

Klein’sche Vierergruppe, 73
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 5
Kongruenzen, 74
Kongruenzrelation, 75
Konvolution, 51
Konvolutionsprodukt, 52

LAGRANGE, JOSEPH Louis, 78
lateinisches Quadrat, 103
lineare Ordnung, 2
Links

-ideal, 92

-nebenklasse, 78

Mengenpartition, 19

geordnete, 19, 21

ungeordnete, 18
MERSENNE, MARIN, 11
Mébius

-Band, 49

-Funktion, 49

-Transformation, 49
MoBIUS, AUGUST FERDINAND, 49
Mobius-Inversionsformel, 48, 50
Multimenge, 20

Méchtigkeit, 20

Newton-Darstellung, 42
Normalteiler, 78
Nullteiler, 92
nullteilerfrei, 91, 97
Nullteilerfreiheit, 1

Ordnung
einer Gruppe, 79
eines Elementes, 79
orthogonal, 104

Py, 18,22, 24
Partialbruchzerlegung, 53, 60
Pascal

-Rekursion, 32

-sches Dreieck, 25, 26
PascAL, BLAISE, 25
n-Permutation, 19
Permutation, 12, 19, 21-24, 27

fixpunktfreie, 12, 22

Typ der -, 23
pigeonhole principle, 29
Polynom, 95

reflektiertes, 53
Polynommethode, 24, 26, 28
Potenzreihe, 51
Prim

109

-element, 97, 98

-ideal, 92, 99
-korper, 95
-teilereigenschaft, 98
-zahl, 8
-zahlsatz, 10
prim, 8, 92
primitiv, 102
Primzahlen

FERMAT sche, 10
MERSENNE’sche, 11

Prinzip
der Inklusion-Exklusion, 46
des Ein- und Ausschlusses, 46
Schubfach-, 29
Sieb-, 46
Taubenschlags-, 29

Produkt
direktes, 77

Q4, 78
Quotientenkorper, 93, 94

Ramsey
-Eigenschaft, 31
-Zahl, 31
Satz von, 31

RAMSEY, FRANK, 30

Rechts
-ideal, 92
-nebenklasse, 78

reduzibel, 98

Reflexivitit, 2

Regel
Gleichheits-, 14
Produkt-, 15

Summen-, 15
vom zweifachen Abzéihlen, 16
Rekursion, 3, 12, 15, 24, 25, 27, 32
der Derangements, 12
binomiale, 41
der Fibonacci-Zahlen, 52, 53
der Stirling-Zahlen erster Art, 27
der Stirling-Zahlen zweiter Art, 27
fiir die Binomialkoeffizienten, 15
fiir die Ramsey-Zahlen, 32
homogene lineare, 63
relativ prim, 6
Représentant, 75
Reprisentantensystem, 75
Restklasse, 73, 75
Restklassenring, 91, 95, 99
Reziprozititsgesetz, 26
Ring, 1, 91
-automorphismus, 93



INDEX

-endomorphismus, 93
-homomorphismus, 93
-isomorphismus, 93
angeordneter, 2

der formalen Polynome, 91
Gaufy’scher, 91
kommutativer, 91

Sn ok, 18, 19, 21, 22, 24, 27, 28
Sn.k, 2224, 27, 28
Satz

kleiner - von Fermat, 76

von Cauchy, 82

von Euler, 76

von Lagrange, 78

von Ramsey, 31
Schranke

untere, 2
Schubfachprinzip, 29-32
Sn, 73
Stammfunktion, 40
Stirling

-Dreieck, 27

-Inversion, 45
STIRLING, JAMES, 18
Stirling-Zahl, 21, 27

erster Art, 22, 24, 27, 28

zweiter Art, 18, 28
Summation, 12

partielle, 41

Taubenschlagprinzip, 29
Teilbarkeit, 4

Teiler, 4

Transitivitat, 2
Translationsoperator, 38

Uhrenarithmetik, 75
unbestimme Summe, 40
Untergruppe, 73, 78

Vi, 73

VANDERMONDE, A.-T., 26
Vandermonde-Identitét, 26, 59
vollstdndige Induktion, 3

Wohlordnungs

-axiom, 2, 3
-eigenschaft, 2

n-te harmonische, 17, 28

Zahlpartition, 47
geordnete, 19, 21
ungeordnete, 18
Zentrum Z(G), 78
Ly, T4, 91
Zp, 95
Zusammenhangskoeffizient, 43
Zyklendarstellung, 22
Zyklus, 22, 23, 27
-Lénge, 22

110



	Die ganzen Zahlen
	Die Arithmetik der ganzen Zahlen
	Die Anordnung in den ganzen Zahlen
	Division mit Rest
	Teilbarkeit und größter gemeinsamer Teiler
	Faktorisierung in Primzahlen

	Funktionen und erste Zählprinzipien
	Grundideen der Diskreten Mathematik
	Summation - die Grundidee
	Rekursion - die Grundidee
	Erzeugende Funktionen - die Grundidee
	Asymptotische Analyse - die Grundidee

	Begriffliches und endliche Mengen
	Elementare Zählprinzipien
	Summenregel
	Produktregel
	Regel vom zweifachen Abzählen

	Die fundamentalen kombinatorischen Grundfiguren und zugehörige Zählkoeffizienten
	k-Teilmengen einer n-Menge
	Ungeordnete Mengen- und Zahlpartitionen
	Geordnete Mengen- und Zahlpartitionen
	Zählkoeffizienten und Funktionen endlicher Mengen
	Ziehen aus einer Urne bzw. Verteilen auf Fächer
	Permutationen

	Rekursionen
	Rekursion der Binomialkoeffizienten
	Negation und das Reziprozitätsgesetz
	Binomialsatz
	Vandermonde-Identität
	Rekursionsgleichungen der Stirling-Zahlen

	Existenzaussagen
	Schubfachprinzip
	Der Satz von Ramsey


	Summation
	Direkte Methoden
	Derangements

	Differenzenrechnung
	Inversion
	Inklusion - Exklusion
	Einige arithmetische Anwendungen; Möbius-Inversionsformel

	Erzeugende Funktionen
	Definition und Beispiele
	Lösung von Rekursionen
	Erzeugende Funktionen vom Exponentialtyp
	Partialbruchzerlegung
	Der binomische Lehrsatz für negative Exponenten
	Homogene lineare Rekursionen
	Rekursiv definierte Folgen als Objekte der Linearen Algebra
	Der inhomogene Fall

	Diskrete Strukturen und Geometrie
	Designs
	Zyklische Konstruktion von Designs
	Lateinische Quadrate

	Gruppen
	Begriffliches
	Homomorphismen
	Zyklische Gruppen
	Kongruenzen
	Die Gruppen und Ringe Zm
	Invertierbare Elemente

	Definierende Relationen
	Untergruppen
	Eine ergänzende Charakterisierung von zyklischen Gruppen
	Faktorgruppen und Homomorphiesatz
	Endliche abelsche Gruppen

	Permutationsgruppen
	G-Mengen
	Genaueres über Orbits
	Die Klassengleichung

	Ringe, Körper, Polynome
	Begriffliches zur Ringtheorie
	Ringhomomorphismen und Faktorringe
	Integritätsbereiche und Quotientenkörper
	Körper
	Polynome
	Faktorisierung von Polynomen

	Endliche Körper und einige Anwendungen
	Ein endlicher Körper mit 9 Elementen
	Die Ordnung eines endlichen Körpers
	Zur Konstruktion endlicher Körper
	Der Satz vom primitiven Element
	Endliche Körper und lateinische Quadrate
	Endliche Körper und Designs
	Quadrate in endlichen Körpern


